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4. Vor- und NacMeile des Verfahrens. Zum Schlusse sei lloch yon den Vor- und Nach- 
teilen die Rede, die das Arbeiten nach dem hier entwickelten Verfahren mit sich 
bringt. Dabei ist zweierlei grunds~itzlicll zu trennell: das Seifenhautgleichllis und 
das Auswerteverfahren. 

Bei dem Seifenhautgleichnis nach L. F6ppl ist der l~lberdruck p = o. Damit 
entffillt gegentiber dem Prandtlsehell Seifenhautgleichnis die Auswertullg des Ver- 
gleiehshfigels. Ebenso sind damit St6rullgen, hervorgerufen durch Druckschwankullgen 
w~ihrend der Auswertung, ausgeschaltet. Die Zerlegung der Spannung z in die Glieder 
z I und r~ and die Beschrfinkung auf z 2 beim Gleiehnis ist sehr fruchtbar, weil dadurch 
gerade das Charakteristische an der Spannungsverteilung eines Querschnitts auf- 
gedeckt wird, wie man an den Beispielen ersehen hat. Ein Nachteil des Verfahrens 
ist die schwierige Herstellung tier Randtr~iger, die genau gearbeitet seill mfissen. 

lJber die Vorteile der photogramme~rischen Auswertung wurde zum Teil schon 
frtiher gesproehen. Sic seien hier nochmals zusammengefat3t. Der I-Iauptvorteil liegt 
darin, daft die Haut  selbst nur zur Aufnahme ben6tigt wird, w~ihrend die Auswertung 
zu beliebiger Zeit geschehen kann and dabei doch jederzeit einer Nachprt!fung zu- 
gfinglieh ist. Ferner ist yon grot3er Wiehtigkeit, daft der Auswertung nur ein augen- 
blieklicher Zustand der Haut  zugrunde liegt. DiG Ablesegenauigkeit ist sehr grof3, 
zumal der auftretende Fehler yon 4-0,05 mm beim Aufzeichnen tier Profile noeh ver- 
bessert werden kann. Auch erlaubt der Stereoplanigraph ein sehr genaues Aufzeichnen 
der Querschnitte in starker (5facher) Vergr613erung, so dab die graphische Bildung 
des Differentialquotienten ~,F2/8n und das Ziehen der Tangenten an die Kurven _F 2 = 
konst mit groger Genauigkeit geschehen kann. Ein Nachteil des Aufnahmeverfahrens 
ist es, dab die Haut  best~iubt werden muff, was eillige lZbung erfordert. Der EinfluB 
der durch das Best~uben eintretenden Gewichtsvermehrung der Haut  liegt unter der 
me~3baren Grenze. 

IV. Zusammenfassung. 
Die theoretischen Grundlagen des Seifenhautgleichnisses nach L. F6ppl werden 

entwiekelt. Es wird ein photogrammetrisches Verfahren zur Ausv~ertung von Seifen- 
hautoberflSchen angegeben und seine Brauchbarkeit am quadratischen Querschnitt 
nachgewiesen. Ferner wird an Hand des quadratischen Quersehnitts mit verschie- 
denen zentrischen ]3ohrullgell ein Weg zur Untersuchung yon Hohlquerschnitten 
gezeigt. Vor- und Nachteile des Verfahrens werden auseinandergesetzt. 

(Eingegangen am 13. September 1934.) 

Schwingungszahlen und Schwingungsformen 
von Kreisbogentr gern. 

Von F. W. Waltking in Mfinchen. 

1. gorllemerkung. Biegungsfcste St~be mit gekrfimmter Achse bilden fiir ver- 
schiedene Zwelge der Technik ein wichtiges Konstruktionselement, ihre elastischen 
Eigenschwingungen sind daher bereits in einer Reihe yon VerOffentlichungen behandelt 
worden. Ulld doch sind nicht wenige, zum Tell recht wichtige Fragen bisher ungekl~irt 
geblieben. 

Die Sehwingungsuntersuehung tines Bogentr~tgers gestaltet sich am einfaehsten, 
wenn man seine Aehse als u n d e h n b a r  ansieht. Die Differentialgleichung, welche 
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sich so ergibt, finder man bei A. E. H. Love 1 u.a.~; dort  werden sodann die 
LOsungcn ffir den geschlossenen Krcisring und die Schraubenfeder angegeben. Die 
Anwendung auf den unvollstfindigen Ring, d .h .  den Bogentr~iger, behandelt zuerst 
H. Lamb3; cr kommt jedoch zu der Feststellung, daft ,,die Deutung der LSsungen 
im allgemeinen schwierig sein wird, aut?er in 'dem Fall, dab die Anfangskrtimmung 
gering ist". Diese Bemerkung finder man in der Litcratur an vcrschiedenen Stellen 
wiederholt, trotzdem die Schwicrigkeiten, wie die vorliegende Arbeit 4 zeigen wird, 
sich zum Tell auf recht einfachem Wege tiberwindcn lassen. 

Die D e h n u n g e n der Stabachse k6nnen jcdoch, wie bcreits bekannt ist, erheblichen 
Einflufl auf die Schwingungszahl haben. Das ergibt sich schon daraus, daft die ein- 
fachste Schwingungsform, eine .solche ohnc Zwischenknoten (vgl. Abb. 7 a yon Ziff. 9) 
nut durch derartige Dehnungen zustande kommen kann. 

Den g e s c h l o s s e n e n  K r e i s r i n g  mit dehnbarer Achse, und zwar unter radialer 
Druckbeanspruchung, behandelt K. Federhofer 5 mit Hilfe einer Differentialgteichung, 
er vernachl~issigt jedoch den Tell der Achsendehnung, weIcher durch die Schwingungen 
verursacht wird. 

Da die Losung dutch eine Differcntialgleichung sehr umstfindliehe Rechnungen 
erfordert, liegt es nahe, an ihrer Stelle ein Nfiherungsverfahren, etwa nach Rayleigh ~ 
oder Ritz7 zu benutzen. Das geschieht daher in fast allen bisher bekannten Unter- 
suchungen des B o g e n t r ~i g e r s, also des Unvollst~indigen Ringes. 

Solange die Stabachse wieder als dehnungslos angesehen wird, ergeben sieh ziemlieh 
einfaehe Anslitze. Es entsteht dann jedoeh die Frage, ob die niedrigste Sehwingungs- 
zahl, deren Kenntnis gew0hnlieh am wiehtigsten ist, nicht vielleicht gerade durch 
Achsendehnungen erzeugt wird. 

Mit der Beantwortung dieser Frage befassen sieh J. P. den Hartog 8 und K. Feder- 
hofer 9, letzterer wiederum im Falle einer radialen Belastung. Beide arbeiten mit 
den Energieverfahren, und es gelingt, aueh ohne Kenntnis des exakten Dehnungs- 
gesetzes ftir die Bogenachse, N~herungsformeln abzuleiten, die vorzt~glieh brauehbar 
sind, freilieh nut, solange es sich wirklieh um die niedrigste Sehwingungszaht handelt. 

Wenn aber aueh auf diese Weise die besonders wiehtige niedrigste Eigenfrequenz 
gentigend genau bestimmt werden kann,  so verbleibt noch eine Reihe ~on Fragen, 
ffir deren L6sung die Differentialgleiehung das gegebene Mittel ist. 

Jn der vorliegenden Arbeit wird zun~iehst die bisher noch nicht ver0ffenttiehte 
Differentialgleiehung mit vollst~indiger Bertieksichtigung der Aehsendehnungen ab- 
geleitet. Sodann wird gezeigt, dab man mit Hilfe der Differentialgleichungen aueh 
unter wesentlich geringeren Besehrfinkungen doeh zu eindeutigen L6sungen kommen 
kann. SehlieBlieh werden in der Anwendung auf den beiderseits gelenkig gesttitzten 
Bogentriiger Untersuehungen angestellt I. fiber die Umstfinde, unter denen die Achse 
als dehnungslos angesehen werden kann, 2. fiber den EinfluB verschiedener Pfeil- 
hShen (Zentriwinkel) der Bogentr~iger auf die Eigensehwingungszahl und 3. fiber die 
mit der Anderung der Frequenz verbundene fimderung der Sehwingungsform. 

1 A. E. H. Love, Lehrbuch der Elastizitlit (deutseh yon A. Timpe), S. 517, Leipzig 19o 7. 
Z.B. Handbuch der physikalischen und technischen Mechanik, Bd. lII, S. 342, Leipzig 

:r927 oder Handbuch der Physik, Bd. VI, S. 374, Berlin 1928. 
3 H. Lamb, Proc. Lond. math. Soc. 19 (1888) S. 365. 
4 Diese Arbeit wurde im wesentlichen (z. B. bis auf einen Tell der unter Ziff. 8 bis Io mit- 

geteilten Ergebnisse) bereits im Jahre 1932 fertiggestellt. Die Berticksichtigung der seitdem 
erschienenen Ver6ffentlichungen wurde naehtr~glich eingeftigt. 

K. Federhofer, Ing.-Arch. 4 (I933) S. 1io. 
e Vgl. z. ]3. Handbuch der Physik, Bd. VI, S. 363. 
7 Vgl. z . B . S .  Timoshenko, Schwingungsprobleme (deutsch yon Malkin-HelIy), S. 28g, 

Berlin 1927. 
8 j. p. den Hartog, Philos. Nag. 5 (1928) S. 4oo. 
9 K. Federhofer, Ing.-Arch. 4 (1933) S. 276. 
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A. Aufs t e l lung  der  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n .  
2. Das elastische Verhalten gekriimmter Stiibe. In der Literatur 1 tiber die s t a t i s c h e  

Biegung des gekrtimmten Stabes in seiner Ebene wird, soweit der Stab als eindimen- 
sional angesehen wird, gew6hnlich die Annahme gemacht, dab die Mittellinie des 
Stabes dehnungslos bleibt. Wie schon aus der Vorbemerkung hervorgeht, kann yon 
dieser Voraussetzung hier nicht Gebraueh gemacht werden. 

Die Aufstellung einer Theorie des eindimensionalen Bogentr~igers mit dehnbarer 
Achse bereitet zwar gewisse Schwierigkeiten (vgl. hierzu K. Wieghardt 2 und Th. 
P6schlS); darauf soil hier jedoch nieht nfiher eingegangen werden. Um die elastischen 
Eigensehaften des Bogentr~igers auszudrticken, werden die Beziehungen gew~ihlt, wie 
sit P6sehl 4 zur Berechnung zylindriseher Sehalen benutzt 5. Die Gleiehungen f~r 
die elastischen Versehiebungen sollen dabei unter Anlehnung an Love e neu abgeleitet 
warden, damit ein scheinbarer Widerspruch (vgI. S. 432) aufgekl~irt warden kann. 

Der Kreisbogen werde auf ein Polarkoordinatensystem (r, #) bezogen, die Gleichung 
seiner Mittellinie laute 

r ---=- r o = konst. 
Die an einem Stabelement angreifenden fiugeren Kriifte, bezogen auf die L~ingen- 
einheit der Stabachse, seien X und Z, wobei die x-Achse radial, die z-Achse tangential 

z ~  ..:....--%. 
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Abb, x. Lgngenelement des Bogentr'agers. 
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Abb. 2. Elastische Verschiebung eines Bogeaelementes. 

gerichtet sei. Mit den Spannungsresultaten N = Normalkraft, Q = Querkraft, M = 
Biegungsmoment (Abb. I) ergeben sich ftir das Gleiehgewieht tines Stabelementes 
die Bedingungen: dQ + N + X r  o = o 

a ~  , (i) 
d N  
a~ ~ + Z r o  = o ,  (2) 
d M  
ao Oro=O.  (3) 

In der letzten dieser Gleichungen ist das Moment der ~iufJeren Kr~ifte, da es yon h6herer 
Ordnung klein ist, in der gleichen Weise vernaehi~issigt, wit es beim geraden Stabe 
tiblieh ist. 

Der Verzerrungszustand des Bogentr~igers wird beschrieben durch Gleiehungen 
ftir die elastischen Versehiebungen u (radial) und w (tangential). Diese ergeben sigh 
aus folgender Betraehtung. 

Ein Bogenelement ds o (Abb. 2) habe vor der Verformung die Lage P--P1,  nachher 
die L~inge ds und die Lage Q iQ1- Bezogen auf das Achsensystem (x, z) mit dam 

1 Vgl. z. Bi die Literaturangaben unter i, S. 433. 
" K. Wieghardt, Sitzungsber. Wien. Akad. Abt. IIa 124 (1915) S. 1119. 
a Th. P6sehl, Z. angew. Math. Mech. 7 (1927) S. 189. 
4 Th. Pfsehl, Berechnung yon Beh~Itern, S. 57, 2. Aufl., Berlin 1926. 

Der Ansatz yon R. Mayer (Die Knickfestigkeit, S. 14o , Berlin 1921), in dem ebenfalls 
die Dehnungen berticksichtigt sind, gilt nut fiir flache B6gen. 

Love, S. 511 (s. Literaturangabe Ivon  Ziff. :t). 
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Ursprung in P sollen die Koordina ten  des Punktes  P1 mit  6 x  o und 3zo, die des Punktes  0 
mit  u und w und die des Punktes  01 mi t  ~e und r bezeiehnet werden. In bezug auf das (x~, 
@-Sys tem mit  d'em Ursprung in P1 babe der Pu n k t  01 die Koordinaten  u 1 und w 1, 
ferner seien die Versehiebungen des Punktes  P1 (naeh 01), gemessen im (x, z)-System 
yon P, mit U und W bezeichnet.  

Die Verdrehung ~o des Querschnittes in P, d . h .  der Winkel zwisehen den beiden 
Bogentangenten in P und !0, lfiflt sieh sowohl dureh den Sinus als aueh durch den 
Cosinus angeben. Beide entstehen als Grenzwerte fiir ~s o-> o, und zwar 

s in~  ---- lim $ - - u  ~o~O as ' cos~v = l i m  ~- -w o,o~o 6s (4) 

Nun ist, wenn m i t e  die Dehnung der Mittellinie bezeichnet wird, 

Os = (I + ~) 6So; 
ferner wird 

~ =  dXo+ U =  

$ = 6 z o + W =  

Setzt  man sin ( 6 So / = 6 s m und 
\ ro / ro 

8xo 
lim ~ o  -= o, 

(aso  [a,o  
Xo+UlCOS\  ro ; + w l s i n \  ro / '  

6 Z o - - U  1 sin ( 6 s~  (aso t \ ro / + w  1cos \ ro ] .  

beachtet ,  dab beim Grenzfibergang 

l. aZo ( 6So ~ ~m6s ~ = I ,  l i m c o s \  ro / =  I ,  

werden, so folgt 

,. w l - -w  dw 
ul - - u  d u nm - 3 S o -  l i m  ~ s ~ - = -  d s '  = d s  

i (d~  w) 
sinw = ~ -d7 -t- r. - , (5) 

I + . (6) eosw = ~ 4 -  e ds 

Um e zu finden, sind die Gleichungen (5) und (6) zu quadrieren und zu addieren. 
Das gewfinschte Ergebnis erhfilt man  jedoeh aueh schon dadurch, dab man sin ~v ~ o ,  
cos W ~ I einffihrt, dennw ist stets ein sehr kleiner Winkel. Setzt  man  in (5) noch 
I + e ~-- I ,  so erhfilt man die yon  PSschl angegebenen Beziehungen: 

du w I ( du ) 
=~a~-+  ~o - rO 2 :g  + w  ' (7) 

dw u = L ( d W _ u )  (8) 
e - -  d s r o % ~ " 

Bei seiner Ableitung setzt Love bereits in den hier mit  (4) bezeichneten Gleichungen 
6s = ~SSo, so dab bei ihm (6) lautet  

dw u (6a) c o s ~ , =  I + ds ro" 

Wfirde man dies mit  (8) zusammenffigen, so erg~ibe sieh, daft e immer negativ sein 
muB, da der Cosinus nie gr0f3er als Eins sein kann. Dieser Widerspruch ist durch 
den Unterschied zwischen den Gleiehungen (6) und (6a) aufgekl~irt. 

Ffir die Dehnung einer Faser des Stabelementes,  welche den Abstand x yon der 
Achse hat, ergibt sich 

i ( dw  ) x d~p 
e , - -  to-- x ~ - # - -  u ro--X d~9 

oder, wenn man x gegenfiber r o vernaehl~tssigt, 

x d~, 
e .  = e . . . .  (9) *'o d ~ "  
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Mit Hilfe der drei Gleichungen (7), (8) und (9) gelingt es nun, Normalkraft  und 
O', Moment durch die Verschiebungsgr6t3en auszudrficken. Es ist mit  e , - - -~ - ,  und 

(f) x d F  = o 

N=fo.dF=Efe.dF=E~F Eav, f r o d #  x d F ,  

r o dO r o d O '  
oder 

d w  N (io) 

M =  E J  ( # u  + d w  (II) -,o~ \-a-~r 2~-]"  
Darin sind mit E das Elastizit~itsmat3 des Materials, mit  F und d Flfiche und Trfigheits- 
moment  des Stabquerschnittes, letzteres bezogen auf die Biegungsaehse, an der Stelle 
(to, v a) bezeichnet. 

d w  (IO) und (I I) schliefilich die Differential- Durch Elimination von ~ ergibt sich aus 

gleichung der elastisehen Linie 
d 2 u M rg N r o . 
d,~* + u---- E f E F  ' 

sit unterscheidet sich v o n d e r  bekannten Form [s. Gleiehung (14)] nur durch das letzte 
Glied. 

Aus (7) bis ( I I ) l a s sen  sich die aus der Li teratur  I bekannten Beziehungen, welche 
sich aus der Annahme der Dehnungsloslgkeit  der Mittellinie ergeben, sehr schnell 
gewinnen. Mit * = o wird nach (8) 

d w  
- - d ~ '  (I2) 

ffir den Verdrehungswinkel ~o eines Quersehnittes folgt aus (7) 
�9 1 (a~w ) 

sehliefllich entsteht  die Gleiehung der elastisehen Linie aus (I I) 

M =  E-~  { d ' u  ' u )  (14) \2-~- + 
oder 

.M- -  to' kao* +-g~-)" (15) 

3. Die Schwingungsdifferentialgleichungen. Mit Hilfe der unter  Ziff. 2 angegebenen 
Gleichungen (I), (2), (3), (IO), (I1) lfit3t sich nunmehr ohne grunds~itzliche Schwierig- 
keiten die Differentialgleiehung der Biegungsdehnungsschwingungen ableiten. Die in 
Ziff. 2 ftir s t a t i s e h e  Beanspruchungen abgeleiteten Beziehungen gelteri ja in der- 
selben Form ffir die zus~itzlichen Gr6flen M, Q usw. aus einer S c h w i n g u n g s -  
beanspruchung, wenn man ffir die letztere, wie es hier geschieht, die statische Gleich- 
gewichtslage als Nullage w~ihlt. -- An Stelle der ~iut3eren Kr~ifte X und Z sind nach 
dem d'Alembertschen Prinzip die Tr~igheitswiderstfinde in radialer bzw. in tangen- 
tialer Riehtung einzuffihren, also 

a~ u 0' w (z 6) 
X = - - I  z Ot ~ , Z = - - t  ~ at  ~ , 

1 Vgl. z. 13. A. Clebseh, Elastiziti~.t fester K6rper, w 55, Leipzig 1862 ; A. E. H. Love, a. a. O. 
w 259 und Kapitel XXI; Handbuctl der physikalischen und technischen Mechanik, Bd. III, 
S. 148; t-Iandbuch der Physik, 13d. VI, S. 181 ; J. Boussinesq, C. R. Acad. Sei., Paris 97 (1883) 
S. 843; H. Lamb, a. a. O.; R. Mayer, Z. Math. Physik 61 (1913) S. 246; R. Mayer, Die Knick- 
festigkeit, III. Abschnitt; A. F6ppl, Technische Mechanik I I Iw 38. Leipzig 1922; K.Federhofer, 
Eisenbau iz (1921) S. 289. 

29 



434 Waltking: Schwingungszahlen u Schwingungsformen yon Kreisbogentrltgern. Ingenieur-Archlv 

wenn unter / ,  dieMasse des Stabes, bezogen auf die L~ingeneinheit, verstanden werden 
soll. 

Aus (3) folgt zun~iehst 
i a M  Q - _ - -  
r o @~ , 

daft darin der Einflut3 der ~iufieren Krfifte niche berticksichtigt ist, entspricht jetzt 
der Vernachl~issigung der rotatorischen Tr~igheit des Stabelementes. 

Mit Hilfe dieses Ausdruckes kann Q aus den Gleichungen (I) und (2) eliminiert 
werden; so ergibt sich 

N =  _ _ !  a2M 
ro ao~ . .Xro ,  (I7) 

aN  I a M  Z r o .  (I8) 
a o  a o  

Bentitzt man (I7), um N aus (18) und (IO) zu enffernen, und ersetzt ferner die Gr6~e M 
durch den in (I1) gegebenen Ausdruek, so erh.~ilt man die beiden Gleiehungen 

a6u ~ w  ~ u  a~w . re  ( a x  ) 
ao, + - f f ~ - + T - # - + T ~ - + P _ - d  ao + Z  = o ,  (19) 

a w J ( e, u a, w X ff__2_oj ) 
ao - - u  =ff-~o ~, oa,  + o---~-- _ (20) 

Durch einmaliges Differentiiercn der Gleichung (20) und Subtrahieren yon der mit 
J 

Fro~ multiplizierten Gleichung (19)folgt 

J ~ u  au ( J~)  a~w r~ Z = o  (2x) 

Aus diesen Gleichungen (2o) und (2I) kann man nun die Verschiebungsgr6Be u und 
ihre Ableitungen, bei der hochsten beginnend, schrittweise eliminieren. Ftihrt man 
schlieBlich die Ausdrficke (16) ftir X und Z ein, wobei sich X dutch erneute Verwendung 
der Gleichung (2I) sofort entfernen l~flt, so ergibt sich die gesuchte D i f f e r e n t i a l -  
g l e i c h u n g  de r  B i e g u n g s - D e h n u n g s s e h w i n g u n g e n :  

a*w + 2 ~ w  a~w a~ ~ I  t*r~o ~ w  

(22) 
-~- - - q t - E F ]  T ~  .t?,J w E J  E F  at a = 0 .  

Die von K. Federhofer 1 abgeleitete Differentialgleichung ffir die Biegungs- 
schwingungen des Kreisringes hat, wenn in ihr die Glieder aus der radialen Belastung 
gestrichen werden, mit der vorstehenden groBe fi~hnliehkeit. V611ige Ubereinstimmung 
besteht niche, da Federhofer die periodischen Ver~nderungen der Stabachsendehnung 

w~ihrend der Schwingungen vernachl~ssigt, indem er zum Tell von der Beziehung 
aw 

U = O #  

[wie Gleichung (I2)] Gebrauch macht. 
Ffir die Untersuchung yon Eigenschwingungen kann man diese partielle Differen- 

tialgleichung vereinfachen, indem man sic durch den Ansatz 

W = w cos co t (23) 

in eine gewOhnliche verwandelt; darin ist mit ~o die Kreisfrequenz der Schwingungen 
und mit @ eine nu r  von O abh~tngige Funktion bezeichnet. Wegen 

~2w __~cosmt.m~ (24) 
~ t 2  = 

folgt nun a u s  (22), wenn cos wt iiberall herausgehoben wird, 

1 Vgl. ~FuBnote 5 yon S. 430. 
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dO~ ~ k ~ J  E F / 2 ~ r  

oder, wenn man als abkfirzende Bezeichnungen 

k - -  t~:o coa 
- -  E J  ' 

einftihrt und beaehtet, daft 
#rg c~ ~ = x k  
E F  

ist, 

(25) 

d~---~+(2+~ - ~ - ~ + ( I ~ k I ~  ~ - ~ - + ( k ~ k ~ ) ~ = o .  (27) 

Der dutch (26) definierte Quotient ~ stellt nichts anderes dar als das ins Quadrat 
ertiobene Verh~ltnis vom Tr~tgheitsradius i o des Stabquersehnittes zum Bogenhalb- 
messer r o. --  Der Ausdruck k in (25) ist eine in allen Sehwingungsbereehnungen far 
Bogentr~iger , aueh in den N~iherungsverfahren, vorteilhaft verwendbare Grt~ffe. Mit 
Ausnahme des Zentriwinkels .~o o treten n~imlieh die Abmessungen des gegebenen 
Systems nut in den Werten k und ~ auf, aut3erdem erseheint die gesuehte Kreisfrequenz 
nur in dem Ausdruck k. 

Die Dif feren t ia lg le ichung  (27) f~r den Fall einer dehnbaren Stabaehse l~iBt sich 
leicht umwandeln in diejenige fiJr eine dehnungslose Mittellinie, wie sie in der Literatur 
seit langem bekannt ist 1. Zu diesem Zweeke ist die Bedingung der Undehnbarkeit (12) 

~w (28) 
u---- 8--6 

einzuffihren. Dieselbe Bedingung ergibt sich aus (2o), wenn man die GIieder mit 
gegentiber den anderen vernachl~issigt. Da n~imlich der  Tr~gheitsradius yon Bogen- 
trligern immer wesentlich kleiner ist als der Bogenradius, so kann man in Vielen F~illen 
das Quadrat ihres Quotienten als yon h6herer Ordnung klein ansprechen, ohne die 
Genauigkeit des Ergebnisses zu beeintrfichtigen. Mit dieser Bedingung 

\ to /  
geht (27) fiber in 

dO B -d -~  + ( I - - k )  - d ~  + k~:..~-o. (29) 

Dies ist die D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  de r  d e h n u n g s l o s e n  B i e g u n g s s c h w i n -  
g u n g e n ,  wie man sie in der erw~ihnten Literatur finder. 

B. LSsung der Differentialllleiehungen. 
4. L~sung fiir Oehnungslose $~bachse. Zunfichst m6ge die L6sung der Differential- 

gleichung (29) behandelt werden. Ein partikulfires Integral l au te t  

~: = 2 ( A ,  cosn, ,O + B, sin n,v~), (30) 

worin nl, n~, n 3 die Wurzeln der sog. Hauptgleichung 

n ~ -  2 n 4 + (r - k) n 2 -  k =  o (3I)  

sind. Die Randbedingungen, die der Ansatz (3 o) befriedigen muff, sind auszudrtieken 
durch 

x Vgl. FuBnote Ib i s  3 yon S. 43 ~ . 
29* 
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~, die Tangentialordinate, 
d ~ .  

~i = - d ~ '  die Radialordinate, 

= ro )-~ + N ----- ~ \ dO * + N ' die, Tangentenneigung, 

- -  r--~- \ de* + - ~ -  = ~ r--~- ~ "t7 -~-  ' das Biegungsmoment, 

- -  r--~o \d ,~  + - d - ~ )  =----~-o k d ~  + d#~)'  die Querkraft. 

Um nun die Eigensehwingungszahlen eines vorgelegten Systemes zu ermiteeln, 
sind mit Hilfe yon Randbediagungen far die sechs Integrationskonstanten A,,, B ,  
jedes Einzelstabes seehs Bestimmungsgleiehungen aufzustellen. Diese sind linear und 
homogen; wenn also ~iberhaupt Schwingungen auftreten sollen, mu/3 ihre Koeffi- 
zientendeterminante versehwinden. Aus dieser Bedingung ergibe sich die Frequenzen- 
gleiehung, durch deren Aufl0sung man die Kreisfrequenzen co und somit die gesueheen 
Eigenschwingungszahlen erhfilt. 

Im Grunflgedanken unterscheidet sieh der L0sungsweg also niche yon demjenigen 
beim geraden Stabe; die Sehwierigkeiten beginnen erst bei der L6sung der Frequenzen- 
gleiehung, da niche alle transzendenten Funkeionen (wie beim geraden Stabe) dasselbe 
Argument haben; sondern deren drei vorkommen, die dureh die unfibersichfiiehe 
Gleichung sechsten Grades miteinander verknfipft sind. Da die Wurzeln dieser 
Gleiehung aueh imagin~ir und komplex sein k6nnen, entstehen die Deutungsschwierig- 
keiten, yon  denen in Ziff. I bereits die Rede war und die die Ursaehe dafar sind, daft 
die Literatur bisher noeh keine far den Bogentr~iger durehgefahrte L6sung dieser 
Differentialgleiehung aufweist. 

Im folgenden soll nun gezeigt werden, dab diese Schwierigkeiten in einem gewissen 
Bereich n iche  vorhanden sind. Zu diesem Zweeke soll die durch die Hauptgleiehung 
(31) vorgeschriebene Abh~ingigkeit zwisehen einer Unver~inderliehen k und den drei 
Ver~inderlichen nl, n~, n~ (es wird ja n~ = -- n~, n~ = -- n2, n, = -- n3) untersucht werden. 

L 

.:~" 

Z ~  r 600 800 fO00 f200 lqO0 

Abb. 3. Wurzeln der Hauptgleichung (3I). 

Zun~ichst zeigt sich, daft in der 
kubischen Gleichung, welehe ent- 
stehe, wenn n 2 als Unbekannte 
aufgefaflt wird, ftir alle 

k _>-- 17,637 

der ,,casus irreducibilis" I eineritt. 
Dieser Zahlenwere folgt aus der 
Beziehung 

Liege k also oberhalb dieser Grenze, so sind alle drei Wurzeln n 2 der kubischen 
Gleiehung reell. Aul3erdem lfiflt sich zeigen, daft dabei eine yon ihnen, etwa n~, immer 
positiv bleibt, w~ihrend n~ und n~ stets negative Werte annehmen, dab also ol~erhalb 
yon k = 17,637 die Wurzet n I reell ist, w~ihrend na und n 8 imagin~ir sind. 

Eine Darstellung der Abhfingigkeit zwisehen k und nl, n~, n 3 zeigt die Abb. 3, 
in weleher Imagin/irwerte gestrichelt wiedergegeben und komplexe Wurzeln nattirlieh 
fortgelassen sind. 

Aus dieser Abbildung lassen sich einige werevolle Schlasse ziehen. Von k = I7,637 
bis k = ~ behatten die Kurven ihren gleiehartigen Charakter; wenn also, wie in der 
Vorbemerkung erw~hnt, H. Lamb Schwierigkeiten bei der Deutung der LOsungen 

x Vgl. z.B. Hfitte I, S. 65. 26. Aufl., 1931. 
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feststellt, so kann dies nur ffir den Bereich k ~ 17,637 gelten. Oberhalb dieser Grenze 
liefert eine Frequenzengleichung eindeutige Ergebnisse und die L6sung bereitet keine 
grunds~itzlichen Schwierigkeiten mehr. 

Eine direkte Beantwortung der Frage, ob ftir einen gegebenen Bogentrliger die 
Grenze k-----I7,637 niche un terschr i t t en  wird, ist freilich niche m6glieh, da ja  in 
k - -  ~ c o 2  E J  die unbekannte Kreisfrequenz als Faktor auffritt. Einen Aufschlufl dartiber 

bringt die Arbeit yon den Hartog x, deren Werte C 1 und C 3 in den Tabellen I und III  
identisch sind mit ]/k. Danaeh gilt obige Bedingung nicht mehr, wenn beim Zwei- 
gelenkbogen der Zentriwinkel 9o > I45 ~  eingespannten Bogen sogar 90 > 18o~ 
ist. Ftir die in  der Praxis vorkommenden Systeme dtirfte also die Bedingung stets 
erffille sein, wenn auch in Sonderffillen niche ohne ~ weiteres fiber ihre Nachprtifung 
hinweggeschritten werden darfl 

Das Auftreten der imaginfiren Zahlen n 3 und na, welches ftir die L6sung unbequem 
sein k6nnte, kann umgangen werden, indem man das partikulfire Integral der Diffe- 
rentialgleiehung niche in der Form (3o), sondern durck 

~--- A 1 cos v 1 ~9 + B x sin v x ~ + A, ~o[ v a ~9+ B 3 ~irt v, *9 + 243 go[ v 3 ~ + B~ ~in v a 0 (32) 

wiedergibt. Darin ist v 1 = n l ,  iv  3 = n ~ ,  iv  3-- -n  s (i----- 1 / - ~ ) .  Von der Brauch- 
barkeit dieses Integrals kann man s ich  dutch Ausdifferentiieren leicht fiberzeugen. 

Die Gleichung (32) kann in derselben Weise wie (30) zur Aufstellung der Frequenzen- 
gteichung benfitzt werden. Will man diese nun I6sen, so betrachtet man sic am besten 
als Gleichung yon der Form: / (k) = o und triage die yon Null verschiedenen Funktions- 
werte, die sieh fiir beliebig gewlihlte k ergeben, als Kurvenordinaten auf. Die Nu l l -  
stellen dieser Kurve liefern besfimmte W erte k, aus denen man nach (25) die gesuchten 
Kreisfrequenzen o~ erhfilt. 

Im tibrigen sei auf das spfiter behandelte Beispiel verwiesen, aus dem weitere 
Einzelheiten zu ersehen sind. 

Ist state des dort behandelten Zweigelenkbogens ein andersartiger Bogentr~iger 
zu untersuchen, so bleibt bei den ge~inderten Randbedingungen der Gang der Losung 
der gleiche. Ebenso tritt  keine grundsiitzliche Abweichung ein, wenn Einzellasten, 
sprunghafte Querschnitts~inderungen oder zusammengesetzte Systeme gegeben sind. 
Genau wie beim geraden Stabe ist dann (32) auf jedeli einzetnen B0genabschnitt 
bzw. Einzelbogen anzuwenden; der Zusammenhang wird dutch l~bergangsbedingungen 
hergestellt. Bei s derartigen Absehnitten ergibt sieh so eine(6s)-reihige Determinante. 

$. (irenziibergang zum geraden Siabe. Eine weitere Folgerung, die sich aus Abb. 3 
ergibt, besteht darin, dab bei wachsendem k die Gr6flen v nach bestimmten Grenz- 
werten streben. Mit HiKe der trigonometrischen L6sungsformeln ftir kubische Gtei- 
chungen 3 kann man beweisen, dab ffir v x und v 3 

lira v -----Vk- 
k----~ r 

gilt (~/~ ist die strichpunktierte Kurve in der Abb. 3), w~ihrend man fiir v 3 das bemer- 
kenswerte Ergebnis erh~itt: 

lira v 3 ~- 1. 
k---> oo 

Auf die Wiedergabe des Beweises soil hier verzichtet werden. 

t* ~ c93 mit der vierten Potenz des Bogenhalbmessers wiichst, Da die Gr6Be k = -~ - f f  

l~fit sich mit HiKe jener beiden Grenzwerte nun zeigen, daft die Gleichung (32) in 
dem Falle, dab der Bogenradius unendlich groi3 wird, in die Sehwingungsgleichung 

x S. FuBnote 8 von S. 430. 
9. S. lCut3note I yon S. 436. 
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des geraden Stabes fibergeht. Durch Einffihren der Grenzwerte in (32) ents teht  
n~imlich 

~ -  A 1 cos ( i /k0)  + Bls in  (~/kO) + AagoT (V-k#) + B~eiu (~/k#) + AaEoi # + Bs | # �9 

Setzt  man 
V Z =  r o tom V ~ y j =  

und beaehtet ,  daft ffir r o -~ oo der Winkel # zu Null werden muff, damit  die Argumente  
der Kreis- und Hyperbe l funkt ionen  yon endlicher Gr6ffe sein k6nnen, so erhfilt man 

= Ax cos (m ro #)  + Bx sin (m r o #) + A 2 ~ol  (m r o #) + B a ~in (m r o #) + A a �9 I + B a �9 o .  

Nun stellt w = ~ cos oot die Schwingungsordinate in tangentialer  Riehtung dar, nach 
(28) ergibt sich aus ihr durch Di4ferentiieren naeh O die radiale Ordinate u 

&w u - - - 0 -  ~ --  

= cosmt I~mroAls in  (mro#)+mroB1Cos(mro#)+ mro.4a~in(mro#)+mroBa~oI(mroO)l. 

Durch Einftihrung der Abszissen z = ro# und der neuen Integrat ionskonstanten Ca, 
Ca, C3, C a erhfilt man schliefflich die bekannte  Gleichung ftir den geraden. Stab1 

u ----- cos o~ t (C 1 sin m z + C2 cos m z + C s ~in m z + C 4 g:ol m z). 

6. Liisung bei delmbarer $tabachse. Ffir den Fall der dehnbaren Stabmittel l inie lautete  
die Schwingungs-Differentialgleiehang (27): 

d o ~ ~ d 4 N 
d #  ~ + (2 + ct~) ~-~r + (I ~ k - - ~ k )  d2W -d-~ + (k--~ ~ - o .  (33) 

Das zugeh6rige partikul~ire Integral ist v o n d e r  gIeichen Form wie (30): 

= 2 (A. cos n~ # + B,  sin n~ 0) ; (34) 

nur  heigt die Hauptgleichung,  deren Wurzeln die drei Koeffizienten n~ sind, je tz t  

n~ - (2 + ~ k) n4 + (I - k - -  = k )  n~ - -  (k - -  ~ k a) = o .  (35) 

Drfickt man wieder die Randbedingungen,  die yon (34) zu erffillen sind, durch 
allein aus, so erh~lt man wesentlieh kompliziertere Ausdrticke als im Falle dehnungs- 
loser Stabaehse. Sie kOnnen aus der Zwisehenreehnung zur Ableitung der Schwingungs- 
Differentialgleichung, welche in Ziff. 3 nur  gek0rzt  wiedergegeben ist, entnommen 
werden und lauten ffir die Radialordinate  12, die Tangentenneigung ~ der Stabaehse, 

die Normalkraf t  N, das Biegungsmoment  2~ und die Querkraf t  Q: 

d ~  da~ d ~ ]  

= r Co w + CH ~ + ~ -~ f i j ,  (b) 

~- E F  fl[/ I \ d ~  da~ , d~ff~] N = -7:-. [~-~--  c,) ~ + c. ,  -a-r * o~-~. l .  (c) (~6) 

�9 ro ~ ~' ~c~ ~ + c n - 2 ~  + ~ ~ - ~ J '  (d) 

0 = - - - w r i C o ~ - o ~  - + cH-d- ~ + ~d--O' l '  (e) 
darin bedeuten 

I 

fl = ( i - = k ) ( l +  = - = o k ) ,  

I 

Co - - - - I + = + ~ k - - ~ 2 k ,  
Cl = I + m - - o ~ S k  2, 

[ c n =  I + z ~ + ~ k ,  
[ c m  = ~ (I + 2 ~ k) .  

(37) 

x Vgl. z. B. W. Kaufmann, Z. angew. Math. Mech. 3 (1922) S. 34; W. Kaufmann, Bauing. 5 
(1924) S. 5oo; W. Prager, Bauing. 8 (1927) S. 129; W. Prager, Z. techn. Physik 9 (1928) S.223; 
W. Prager, Z. techn. Physik io (1929) S. 275 ; F. W. Waltking, Ing.-Arch. 2 (I93I) S. 247. 
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Der weitere Gang der L6sung, yon den Randbedingungen 0ber die Determinante der 
Koeffizienten A~, B, zur Frequenzengleichung, ist derselbe wie schon in Ziff. 4 an- 
gegeben. 

Zunfichst ist wieder eine Untersuchung anzustellen fiber die Gr613en n, welehe 
/z co s ~,4 

jetzt nicht nur yon der gesuehten Gr6fle k ~ ~ -  -o, S ~ auch yon dem gegebenen 

Verh~ltnis , =  (~-)'abh~ingig sind. W/~hrend in Ziff: 4 die Abh~ngigkeit zwischen n 
k ' U /  

und k also allgemeingfiltig war, muff sic nunmehr ffir den ~-Wert des jeweils gegebenen 
Tr~igers neu berechnet werden. 

7 
Die Zahlenwerte der n, welehe n [ t 

sich z. B. ftir a = I/5oo ergeben, e ~ ~ - ~ - ~ -  ~__a--"-~ 
sind in Abb. 4 dargestellt, wobei s .... J ~ =z: ~ ~ 
imaginfire Betr~ge wiederum ge- , ~ ~ z -  
strichelt eingezeichnet sind. Ein a 
Vergleieh der beiden Abb. 3 und 4 ,/// 

zeigt eine fast v611ige Uberein- 3 t~-~l~ ....... l 
stimmung desVerlaufes der beiden t ~ __ ~_ ns "'-. ~ ' " ~ - "  ~-  
n a und der beiden n 2. Auch bei ~ 2oo ~ o  8oo 8oo 1o~ zeoa t~,ao ,~ 7s~ 

der Grenze k = 17,637, unterhalb Abb, 4-Wurzeln der ttauptgleiehung (35) flit x / ~ =  500. 

deren die zugehOrigen n-Wcrte  
komplex sein k6nnen, ist keine Verschiebung zu erkennen. 

Wesentlich voneinander verschieden ist jedoch der Vertauf der beiden n3-Kurven: 
in Abb. 3 strebt n s nach dem Grenzwert n 8 ~ i ~ ~ 1, w~hrend in Abb. 4 der 
imagin~ire Wert n~ zun~chst abnimmt bis Null, dann reell wird und wieder ansteigt 
fiber Eins hinaus. 

Ffir jedes andere Verhfiltnis ~ verlaufen die n-Kurven entsprechend: n a und n 2 
sind praktisch dieselben wie bei dehnungsloser Stabachse, w~hrend n~ an der Stelle 

I aus dem imaginfiren Bereich in den reellen fibergeht. k ~ -  

Diese Nullstelle yon n~ rfickt also ffir a ~ o ins Unendliche, d .h .  die ns-Kurve 
nfihert sich asymptotisch einer Parallelen zur k-Achse, und zwar im Abstande 

"---(~.)'bei unendlieh grot3em r o zu n8 _= }/Z I, wie bereits frtiher gezeigt. Da e =  Null 

wird, lfiBt sieh aueh hier derselbe Grenzfibergang zum geraden Stabe vornehmen 
wie in Ziff. $. 

Der eigenartige charakter der nn-Kurve ~indert an der grunds~itzlichen Durch- 
ftihrbarkeit der L6sung nichts. Man kann zwar die Imagin~rwerte aus der Zahlen- 
reehnung ausschalten, indem man zwei fihnliehe Ans~itze wie (32) macht, yon denen 

i 
elner ffir k < ~-, der andere ffir k > ~ gilt, und indem man sodann die gesamte LOsung 

far diese beiden Bereiche getrennt durehfiihrt. ~bersichtlieher scheint es jedoch, 
den Ansatz (34), also nur Krels- und keine t-Iyperbelfunktionen zu benutzen und die 
imagintiren Werte in die Zahlenreehnung mitzunehmen. Dabei muB dann yon den 
Formeln cos i x = 1~o[ x, sin i x = i | x Gebraueh gemacht werden. Wenn die 
Frequenzengleiehung in der zuvor genannten Weise, also far die beiden Bereiehe 
getrennt, zu 16sen ist, so k6nnen auch auf dem zweiten Wege keine komplexen 
Ergebnisse entstehen, sondern entweder nur reelle oder nur imaginfire Zahlenwerte. 

Qber den Wert 

~ ,  (38) 

dessen Einflut~ auf die Groi]e nn soeben angegeben wurde, sind noeh einige Bemerkungen 
zu machen. 
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Dieser Sonderwert nimmt auch in weiterer Hinsicht (vgl. Ziff. 8 und 10) die Stellung 
einer kritischeff Zahl ein, so daft der Versuch gemacht werden muBte, festzustellen, 
ob er eine bestimmte physikalisehe. Bedeutung hat. 

Die Gleichung (38) wird erffillt, wenn die Kreisfrequenz ~o der Bogenschwingungen 
den von allen Randbedingungen (z. B. also au~ch vom Zentriwinkel 9o) unabhfingigen 
Weft  

G = (38 a) 

annimmt. Dadurch geht die Differentialgleiehung (27) fiber in 
d ~ ~ d 4 ~ / r o \ ~ d 2 w 
d + 3 d = o.  

Die fiuBere Form dieser neuen Differentialgleichung legt die Wahrscheinlichkeit nahe, 
daft dureh (38a) ein Stabilitfitsproblem 1 an dem im fibrigen unbelasteten Bogentr~iger 
gekennzeichnet wird. 

Ffir diese Vermutung sprieht auch die Tatsache, daft mit 
I . - -  0~k --~- O 

der Ausdruck fl in (37), welcher bei u und N in (36) als Faktor auftritt, unendlich 
groB wird. [In der Anwendung auf den Zweigelenkbogen folgt daraus ftir u ein un- 
bestimmter Wert, da die eckige Klammer  von (36a) zu Null wird.] 

Den ersch6pfenden AufsehluB fiber diese Zusammenhlinge wtirde wohl nur eine 
entsprechende Stabi]itfitsuntersuchung liefern k6nnen. Diese wird sehr verwickelt 
sein, denn sie mfiBte die Dehnbarkeit der Achse vollsti~ndig berticksichtigen und ihr 
mtiBte eine komplizierte Belastung zugrunde gelegt werden. In Frage kfime wohl 
nut eine Belastung durch radiale und tangentiale Trfigheitskr~ifte, wie sie im 
Sehwingungszustand auftreten. [Diese sind proportional den Ausbiegungen, eine 
Eigenschaft, die sich durchaus mit Gleichung (38a) einerseits und den Gleichungen (16) 
ffir X und Z andererseits in Ubereinstimmung befindet.] 

Wegen ihrer Umsti~ndlichkeit ist vorBiufig darauf verzichtet worden, eine derartige 
Untersuchung durchzuffihren. Die Frage nach der physikalischen Deutung des Wertes 
(38) wird also often gelassen. Entseheidend ist ja, daft die Auswirkungen, die dieser 
kritische Weft  auf Schwingungszahl und Schwingungsform haben kann, hinreichend 
erkannt werden (vgl. dazu Ziff. 8 bis 10). 

C. Anwendung auf den Zweigelenkbogen. 
7. F r e q u e n z e n g l e i c h u n g e n ,  0 r d i n a t e n g l e i c h u n g e n .  Die Ergebnisse des vorigen Ab- 

sehnittes sollen nun zur Schwingungsuntersuchung des beiderseits gelenkig gesttitzten 

',, ",.i / /  

. '?;J 
Abb. 5. Zweigelenkbogen. 

Bogentr~igers (Abb. 5) benutzt werden. 
Die Aufstellung der Frequenzengleichungen und 

der ffir die Bestimmung der Schwingungsformen not- 
wendigen Ordinatengleichungcn soll ftir den allge- 
meineren Fall der dehnbaren Bogenachse durehgeffihrt 
werden. Der Sonderfall der dehnungslosen Achse ist 
darin mit enthalten. Die entsprechenden Beziehungen 
ergeben sich, wenn man nach (28a) 

~=(  '~ \to / 
setzt. 

Die allgemeine L6sung (34) der Differentialgleichung (33), welche ausgeschrieben 
lautet 

---- -//1 cos nay ~ + B 1 sin nlz9 + ti 2 cos n~z9 + B~ sin n~9 + -//a cos nay ~ + B 3 sin nay ~, (39) 

1 Vgl. z. 13. K. Federhofer, Eisenbau 12 (1921) S. 293 und die dolt genannte Literatur. 
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hat  ftir den gegebenen Zweigelenkbogen zuniichst die drei Randbedingungen zu erfiillen: 

(a) v ~ = o: w = o (Tangentialordinate),  / 
(b) z$ -~ o: u -~ o (Radialordinate),  t[ (40) 
(c) 0----- o: M = o (Biegungsmoment).  J 

Unter  Beachtung  der Gleiehungen (36a) und (36d) fo lg t  daraus 

(a) A~ + A2 + A3 = o, 
(b) n l a  i B  i~]- n 2a~B 2-~-naa  a B  3 =  o, (4 I) 
(e) n i b l B i + n 2 b , B ~ + n  3 b a B a = o ;  

dabei ist zur Abktirzung 

a~ = c~ + c i .  n . - -  , (~ = I ,  2, 3) (42) 
b~ = C o -  cn n~ + ~ n~ 

eingeffihrt. Aus (4Ib) und (4Ie) folgt sofort, da]3 sieh 

B1 = B2 = Ba 
n 2 n a (a 2 b 8 - -  a s b~) na nl (aa  b l  - -  ax  ba) nl n2 (ax  b ,  - -  a S b l )  

verhfilt. Setzt  man bier die Gleiehungen (42) ftir a und b, sodann (37) ftir die c-Werte 
ein, so kann naeh einiger Umrechnung und nach Herausktirzen eines gemeinsamen 
Faktors  

B x __ B, __ Ba 
e I 8 2 8 8 

gesehrieben werden, wenn man zur weiteren Abktirzung 

e 1 ---- n,  n3 (n~ --  n~)[I + ~(n,* --  k)J, 
e~ = n a n  1 (n~ - -  n~)  [i + ~ (n~ --  k)], (43) 

einfiihrt. So ergibt sich schlief31ich 

B ~ : e  aC, B ~ = e ~ C ,  B ~ : e  8C. (44) 

Darin ist C eine neue Konstante ,  welehe yon  zeitlichen Bedingungen abhfingig ist, 
also hier unbekannt  b]eiben darf. 

In der weiteren Untersuchung sollen die Frequenzenglcichungen und die Ordinaten- 
gleichungen ftir die s y m rn e t r i s c h e n und die g e g e n s y rn m e t r i s c h e n Sehwingungen 
getrennt  voneinander  aufgestellt  werden. Beide kOnnten nattirlieh in jeweils einer 
einzigen Gleichung zusammengefafl t  werden, tibersichtlicher ist jedoch die get rennte  
Untersuchung.  

Die Begriffe , , symmetr isch"  und , ,gegensymmetrisch" sind in bezug anf die Radial- 
ordinate u gcdacht.  Dieser Hinweis geschieht deswegen, well bei symmetr ischen 
Schwingungen. die Tangent ia lordinaten w gegensymmetrisch, bei gegensymmetrischen 
Schwingungen aber symmetrisch vertei l t  sind. Das ergibt sich daraus, daf3 u [vgl. 
(36a)] nur  yon ungeraden Ableitungen yon w abhfingig ist. 

Zun~ichst seien die symmetr ischen Sehwingungen (vgl. z. ]3. Abb. 7 und 8 yon 
Ziff. 9) bctraehtet .  Die Symmetr iebedingungen,  welche der Ansatz (39) erftillen muff, 
]auten : 

(a) va : 9o: w : o (Tangentialordinate),  
2 

(b) v~_  9o.2 ~ = o  (Tangentenneigung), (45) 

(c) z9 ---- --9~ Q - ~ o  (Querkraft) .  
2 

Setzt  man in diese mit  Hilfe yon (36) den Wef t  ~ aus (39) und seine Ableitungen 
nach z9 ein, so ergibt sich, wenn wieder yon der abgektirzten Schreibweise wie (42) 
Gebrauch gemacht  wird, 
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( ,cos '+Bisin )+ 
+ cos-7~ (A cos~ + 3sin o)=o, 

(46) 

Diese Gleichungen sind nut  dann erffillt, wenn 

Alcosn~2~-~176 = o, A2cos n*~~176 + B ~  sin n2~~176 = o,  
2 2 2 

A 8 cos na 9o -k- B3 sin n8 ~oo = o 
2 2 

ist, d .h . ,  wenn 

Aa = - -  B 1 t g n ' f  ' , A 2 = - -  B,  t g n ~  ~ , A,  = - -  B 3 tgn~:"  (47) 
ist. 

Die gesuehte F r e q u e n z e n g l e i e h u n g  ff i r  d ie  s y m m e t r i s e h e n  S c h w i n -  
g u n g e n  erh~ilt man jetzt  sofort dadurch, daft man (47) und (44) in (4Ia)e inse tz t :  

e 1 t g ~  + e, t g - ~  + e8 t g n " :  ~ = o.  (48) 

Die zugehOrige G l e i c h u n g  f t i r  d ie  r a d i a l e  S c h w i n g u n g s o r d i n a t e  u (bzw. 
deren zeitliches Maximum 22) ist ebenfalls schnell anzugeben. Allgemein ist nach (36 a) 
und (39) 

= fl In 1 ~ ( - -  A 1 sin nlv~ + B 1 COS nl '~ ) -J- ] 
+ n~a, (_  A,  sin n2~ + B2 cos n~O) + n~an (_  A3 sin n30_k_ Ba cos n30) ] ' J (49) 

worin unter al, as, a n wieder die Abkfirzungen (42) verstanden sind. Ersetzt  man die 
Konstanten  A und B naeh (47) und (44) dureh eine einzige Konstante  C, so folgt 

oder, wenn man zur Festlegung eines beliebigen Bogenpunktes den Winkel 

0 ' - -  ~~176 O, 
2 

also yon der Symmetrieachse aus gerechnet, an Stelle des bisher benutzten Winkels v ~ 
gebraucht, 

u = c o s ( o t . C  o[nlale  a c~ + n 2 a 2 e 2  cosn,#" +_n3anen cosnsO' . (50) 
cos  n~ q~o " cos  ~ Jg-e cos  ~s ~o 

2 2 2 

I)arin ist noch Co= Cfl als zeitlich unver~nderliche Konstante  eingeffihrt. Die Sym- 
metrieeigenschaften der dutch Gleichung (50) beschriebenen Schwingungsform sind 
offensichtlich, da c o s n # ' = c o s  (--nz~') ist. 

Um die entsprechende Untersuchung ffir die g e g e n s y m m e t r i s c h e n  S c h w i n -  
g u n g e n  (vgl. z. ]3. Abb. 9 yon Ziff. 9) durchzuffihren, sind die Bedingungen der 
Gegensymmetrie 

Ow (a) va = ~0~ : = o (Maximum der Tangentialordinate), 
2 O #  

(b) O =  ~oo: u = o (Radiatordinate), (5I) 
2 

(c) O -  ~o. a~u 00 ~ - o  (Wendepunkt der elastisehen Linie) 

an Stelle der Gleichungen (45) anzuwenden. 
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Start (46) ergibt sich dann 

(a) nl ( - Al sin n' ~%2 + B" c~ n~:~ ) " + 

+ n, a, ( - - A ,  sin n , : o +  B , c o s - ~ ) + n 3 a  a ( - A 3 s i n  n~~ + 2  Bac~ ha:~ = ~  

(c) + 
\ 2 

+n~a, ( - -A ,  s i n - ~ +  B~cosn'29') +n]a , ( - -A ,  sinn~: ~ + B ,  c o s - ~ )  ---- o. 

Diese Bedingungen sind nur dann befriedigt, wenn die drei Klammerausdrticke 

sind, also 

A 1 + B i - nl@~ B c t -  n*@~ B c t -  naq~176 = e~g-~ , A , = +  , g ?- , A , = +  3 ~ 2  " (53) 

Ftihrt man anstatt  (47) die Ausdrtieke (53) zusammen mit (44) in (41a) ein, so 
erhlilt man die F r e q u e n z e n g l e i c h u n g  de r  g e g e n s y m m e t r i s c h e n  S c h w i n -  
g u n g e n :  

_._ - , 9 ~  + e. + el c~g - - 7 -  e3 ctg  •s ~oo = o .  (54) 

Die zugeh6rige O r d i n a t e n g l e i c h u n g  ergibt sich fihnlich, wie vorher die Glei- 
chung (5o) aus der Gleichung (49) entstand. Start (47) ist jetzt (53) einzusetzen. 
Dann wird ( sin$r sinn,~" ~_nuaaes SinnaS" ) 

u ~ - e o s m t ' C  o nlale 1 siZnl~o--- ~ --]-n~a~e~ sin nzq~176 siZn3~o- ~ �9 (55) 
2 2 2 

Die Eigenschaft der Gegensymmetrie geht hier aus der Tatsache, daft sin ( - - n O ' ) =  
- - s i n  nO' ist, hervor. 

8. Ergebnisse fiir verschiedene Bogentriiger gleicher Kriimmung. Durch die Anwendung 
und zahlenmfiBige Auswertung der beiden Frequenzengleichungen (48) und (54) und 
der beiden Ordinatengleichungen (50) und (55) kann man jetzt eine Reihe yon wich- 
tigen Aufschlfissen gewinnen tiber das Verhalten des Zweigelenkbogens im Schwin- 
gungszustande. 

Zun~ichst wurde die Untersuchung auf BOgen yon gleicher WinkelOffnung, jedoch 
yon verschiedenen Schlankheitsgraden beschrfinkt. Auf diese Weise kann die Ab- 
hfingigkeit der Frequenz yon der Dehnbarkeit der Bogenachse, welche ja dutch die 
Gr6t3e e zum Ausdruck kommt, ermittelt werden. Als Winkel wurde 

90=0,9800 (etwa 60 ~ 

(io / a befand sich auch 0t~ o, der gewlihlt, unter den verschiedenen Werten ftir ~ ~ ~-~-o ! 
Fall der nicht dehnbaren Stabachse. 

Wie schon in Ziff. 3 angedeutet wurde, geniigt die Festsetzung yon ot und 9o 
bereits, um die Gr6t3e k bestimmbar zu machen. Alle fibrigen Abmessungen der zu 
Untersuchenden Bogentrliger k6nnen daher often gelassen werden; sind auch sie gegeben, 
so kann ja mit Hilfe der GIeichung (25) von Ziff. 3 

k= f] 
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die gesuchte Schwingungszahl sofort angegeben werden. Mit anderen Worten: als 
Ergebnis der Schwingungsberechnung wird die GrOt3e k bzw. die mit einer ent- 
sprechenden Systemkonstanten mulfiplizierte Kreisfrequenz co angesehen. 

Die zahlenmfiflige Aufl6sung einer Frequenzengleichung geschah in der in Ziff. 4 
angedeuteten Weise: aus (35) und (43) wurden zuerst ffir versuchsweise eingesetzte 
Werte k die GrO]3en nl, n2, n,, % e~, e 8 ermittelt, diese wurden sodann in 

bzw. 

ex tg-n-~ + e 2 tg n*~~176 

e I ctg ~ - ~  + e c ~- n, 9o ~ ct-  no % �9 2 ~s~-+o3 s ~ - = / ~ ( k )  

eingesetzt. Aus den so gefundenen Betr~igen ] (k) wurde dann (wenn nOtig unter 
Wiederholung des Rechnungsganges) auf diejenigen GrO~3en k geschlossen, durch 
welche die Frequenzengleichung befriedigt wird. 

Zur Erlangung vorlfiufiger Ergebnisse, die den endgt~ltigen zum Tell sehr nahe 
kommen, kann man fibrigens unter erheblicher Verktirzung der Rechnung 

n ~ - . ~ + # f f , ,  n~-.2 ~--#E,z n ~ _ . ~ k - - I  (56) 

a]s angen~iherte Wurzeln der Hauptgieichung (35) einftihren. 
Die umfangreichen und langwierigen Zahlenrechnungen sollen hier nicht, auch 

nicht auszugsweise, wiedergegeben werden. Ihre Ergebnisse wurden in Abb. 6 aug 
getragen, wobei jedoch nicht unmittelbar k als Funktion von ~ dargestellt wurde. 
Aus verschiedenen Grfinden (vor allem zur Erleichterung des sp~iteren Vergleiches 
mit 136gen von anderer Krfimmung) wurden die ~iut3eren Abmessungen des Bogens 
nicht mehr durch r o und q)o, sondern durch die Sttitzweite l o und die PfeilhOhe ]o 
wiedergegeben. Dementsprechend wurdcn der Schlankheitsgrad durch lo[io (anstatt 

durch ~) und die gefundene L6sung durch co ] / ~ r  (anstatt durch k) ausgedrfickt. 
r ~ - d  

0 100 

"~#chse dahaungJ'las . . . . . . . . . . . . .  8d '  

,,( 

/ J  \Zwe//e Gegensy,.amFt,../sche 
I ~Jden/,'aptOg.(s Z(r r 

�9 /Erste ~.Vmmelriscbe 
I ?e" 

~.Emle 6'et?en~mmet,,,tscbe 

I 
20O 3O0 gO0 $00 

Abb. 6. Abh,'ingigkeit der Frequenz vom Schlanldaeitsverh~ltnis 
~r/o l lo  = x/S .  

Zur Umrechnung dienen dabei die ein- 
fachen Beziehungen 

=_ ~o"l,/~_~ lo = 2 sin 
~0 2 V 0~ I 

Der Winkel ~o o = 0,9800 war schon so ge- 

w~hlt worden, dab fo i l 0  - -  g i s t .  

~ber  die Bezeichnung der verschiedenen 
Kurven in Abb. 6 sei noch folgendes ge- 
sagt: Bei Bogentr/~gern kann, /~hnlich wie 
bei Rahmensystemen, die Schwingungs- 
f o r m  dutch die Begriffe ,,Grundschwin- 
gung", ,,erste Oberschwingung" usw. nicht 

eindeutig gekennzeichnet werden. Durch die in der Abbildung angewandten Benen- 
nungen mit getrennten Ordnungsnummern ffir Symmetrie und Gegensymmetrie ist 
eine klarere Unterscheidung m6glich. 

Die L6sungen ffir dehnungslose Achse sind, soweit sie sich nicht mit denen ffir 
dehnbare Achse decken, punktiert eingezeichnet. Unterhalb einer gewissen Grenze 
von lo/i o slnd die Kurven ohne praktische Bedeutung, well dann nicht mehr yon einem 
,,dfinnen Stabe" die Rede sein kann, auf welchem die eindimensionale Theorie anwend- 
bar ist. Wo die Kurven trotzdem weitergezeichnet wurden, ge~chah es, um den grund- 
sfitzlichen Vcrlauf der Abh~tngigkeit erkennbar zu machen. 
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Auf verschiedene wichtige Fragen kann aus Abb. 6 bereits die Antwort entnommen 
werden. 

So gehen alle Kurven bei groflen Werten yon lo/io fiber in diejenigen Parallelen 
zur Abszissenachse, die sieh aus der Annahme einer dehnungslosen Stabmittellinie 
ergeben. Es folgt also, daft diese Annahme bei sehr sehlanken St~iben immer zu 
brauchbaren Ergebnissen fahrt. 

Diese Feststellung gilt ffir g e g e n s y m m e t r i s e h e  S c h w i n g u n g e n  in gr6Berem 
Umfange als ffir symmetrische. Bei der niedrigsten Gegensymmetrisehen ist die 
Abh~ingigkeit der Frequenz yon der Sehlankheit sogar so gering, dab sie in der Ab- 
bildung gar nieht zum Ausdruek kommt. 

Wesentlieh anders liegen die Dinge bei den s y m m e t r i s e h e n  S e h w i n g u n g e n .  
t-Iier lassen sich bei jeder Kurve drei Absehnitte unterseheiden (bei der ,,zweiten" 
sind diese deutlicher zu erkennen als bei der ,,ersten"): bei niedrigen und hohen 
Abszissenwerten eine Unabh~ingigkeit der Sehwingungszahl vom Sehlankheitsver- 
h~iltnis, zwischen beiden liegt jedoch ein Bereieh starker Abh/~ngigkeit. In diesem 
steigen die Frequenzen mit wachsendem lo/i o so stark an, dab sogar in der Reihenfolge 
gegenfiber den Frequenzen der gegensymmetrisehen Sehwingungen ein Weehsel ein- 
tritt. Vorher lag jede Symmetrische n i e d r i g e r  als die Gegensymmetrisehe mit 
gleicher Ordnungsnummer, nachher liegt sie aber h 6 h e r .  

Auch fiber die Grenzen, zwisehen denen diese Umlagerung der Werte vor sieh geht, 
kann eine Aussage gemacht werden: Sie werden gebildet yon den Frequenzen der 
symmetrischen Sehwingungen bei dehnungsloser Bogenaehse, also den punktierten 
Parallelen der Abbildung. Die ,,zweite Dehnbare" stimmt bei niedriger Sehlankheit 
ungef~ihr mit der ,,ersten Dehnungslosen", bei sehr schlanken St~iben dagegen mit 
der ,,zweiten Dehnungslosen" fiberein. 

Es lfiflt sieh an Hand der Frequenzengleichung (48) genau verfolgen, wie dieses 
starke Ansteigen der Schwingungszahl entsteht. Es ist bedingt dureh den kritisehen 
Wert k = I/a, von dem am SchluB der Ziff. 6 die Rede war. Die Abb. 4 zeigte bereits, 
dab in der Niihe derjenigen k-Werte, die ungef~ihr gleich I/o~ sind, die Wurzel n 3 der 
Hauptgleiehung stark von k abhfingig ist, die fibrigen beiden Wurzeln jedoch nieht. 
Bei waehsendem I/0c ist also der dritte yon den drei Summanden, aus denen Glei- 
ehung (48) besteht, starken Sehwankungen unterworfen, sobald k ~  I/~ ist. Diese 
Versehiebung im Gr6Benverh~iltnis der drei Summanden wirkt sich dahin aus, dab k 
gr6Bere Werte annehmen muB, damit die Frequenzengleichung erffillt wird. 

Der enge Zusammenhang zwisehen der Beziehung k = I/a, die sich in der Auf- 
�9 tragung als gerade Linie darstellt, und dem Anwachsen der Sehwingungszahl ist ja 

in Abb. 6 deutlieh wahrzunehmen. 

9. Die zugehSrigen Schwingungsformen. Die Beobachtungen an der Abb. 6 haben zu 
der naheiiegenden Vermutung geffihrt, dab mit der Verlagerung der Frequenzen 
starke _Anderungen der Schwingungsformen verbunden sind, eine Vermutung, welche 
durch die Abb. 7 und 8 best~itigt wird. In diesen beiden sind Schwingungsformen 
dargestellt, die mit t-Iilfe der Ordinatengleichung (5o) ffir versehiedene Sehlankheits- 
verh~iltnisse erreehnet wurden. Die Ordinatenmagstfibe sind ver;zerrt, aber natfirlieh 
unbekannt, da sie yon zeitliehen Bedingungen abhfingen. 

Die den einzelnen Schwingungsformen entsprechenden Punkte der Abb. 6 sind in 
dieser dureh die jeweils gleiehe Nummer gekennzeiehnet. 

Es zeigt sieh, dab die erste symmetrisehe Sehwingung bei gedrungenen Stfiben 
(kleinem lo/io) eine solche ohne Zwisehenknoten (Abb. 7a) ist, daft bei zunehmender 
Schlankheit sich in der Nfihe der Stfitzgelenke neue Sehwingungsknoten einstellen 
(Abb. 7 b und 7e), die irnmer h6her wandern (Abb. 7d), bis sie far lo/io = ~ ,  also 
dehnungslose Bogenaehse, ungef~ihr in den Drittelspunkten verbleiben (Abb. 7e). 
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.~hnliche Ver/inderungen der Schwingungsformen gehen bei den tibrigen symmetri- 
schen Schwingungen vor sich. Bei der ,,zw.eiten" z. B., die bei geringer Schlankheit 
zwei Zwischenknoten hat (siehe die weitgehende Llbereinstimmung der Abb. 7 e und 8 a), 
entstehen mit wachsendem lo / i  o zwei weitere (Abb. 8b und 8e), so dab schliefllich 
der Bogen in ftinf ungefiihr gleiche Teile zerIegt wird (Abb. 8d). 

Der Vollstfindigkeit halber soll erw~hnt werden, daft beim l~bergang yon Abb. 8b 
zu Abb. 8c unter Umst/inden, die noch nicht nfiher untersucht wurden, slch Schwin- 
gungsformen o h n e Zwischenknoten, jedoch mit zwei Wendepunkten einstellen k6nnen: 

D i e  bisher fiber symmetrische Schwingungen gemachten Feststellungen lassen 
sich wie folgt zusammenfassen: Ein gedrungener (d. h. wenig schlanker) Zweigelenk- 
bogen schwingt mit ungef~ihr den gleichen Frequenzen und Schwingungsformen wie 
ein sehr schlanker. Eine Ausnat~me bildet nur die Schwingung ohne Zwischenknoten, 
die bei schlanken BSgen ausf~llt. Im tibrigen ksnnen sich also, wenn auch unter urn 
Eins verschiedenen Ordnungsnummern, die gteichen Schwingungszust~inde einstellen, 

Abb. 7. Schwingungsformen tier ,,ersten Syrmnetrlsehen". 

gleichgfiltig, ob die, Achse dehnungslos ist 
oder ob sieh ihre Dehnungen vollkommen 
auswirken kOnnen. 

Abb. 8, Sehwingungsfonneh der ,,zweiten S3waraetri~hen". 

Ffir Stlibe yon mitflerer Schlankheit gibt es dagegen Frequenzen und Formcn, 
die den lJbergang zwischen je zwei der zuvor genannten bilden. Diese Zwischen. 
zust/~nde sind nur dadurch denkbar, dab die Stabachsendehnung nicht mehr roll 
wirksam ist. Das tritt  ein in der N~he des kritischen Wertes k = I/a. 

Da die Grenzen der Schlankheit, zwischen denen diese Umlagerung stattfindet, 
sich mit der Ordnungsnummer der Schwingung findcrn, kann ein und derselbe Bogen- 
tr/~ger (vgl. z. B. Abb. 7 c und 8b, belde mit lo / i  o ~-  85) zwei verschiedene Schwingungs- 
zustfinde haben, die die gleiche Zahl yon Schwingungsknoten besitzen. 

. . . . . . . . . .  . . . .  

Abb, 9. Gegensymmetrische Sehwir, gungsformen. 

Zum Vergleich mit dem bisher Genannten wurden in Abb. 9 gegensymmetrische 
Schwingungsformen mit ]-Iilfe yon (55) aufgctragcn, far die sich praktisch kein Unter- 
schied ergab, ob sie ffir lo l l  o ~ 85 oder ftir lo / i  o = co angesetzt wurden. 

Es soil jedoch nicht unerwfihnt bleiben, daft bei den allerniedrigsten Schlankheits- 
graden ein Umstand eintritt, der weitere Verlagerungen der Frequenzen zur Folge 
hat. Diese treten bei den gegensymmetrlschen Schwingungen eher ein als bei den 
symmetrischen. Bei der ,,zweiten Gegensymmetrischen" ist dieser Einflufl in Abb. 6 
bereits zu erkennen. Da jedoch fiir die niedrigen Frequenzen die fraglichen Schlank- 
heitsgrade so gering sind, daft die Theorie des dtinnen Stabes nicht mehr verwendbar 
ist, so wird auf die Erscheinung hier nicht n~her eingegangen. 
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10. Ergebnisse fiir B0gen yon verschie0ener Kriimmung. Urn Vergleiehe anzustellen 
tiber das Verhalten von Bogentr~igern mit  verschieden starken Krfimmungen, wurden 
die der Abb. 6 entsprechenden Kurven auch fiir andere Pfeilverh~iltnisse ermittelt. 
Insgesamt wurden B6gen mit 

~ - =  O (gerader Stab), I )  

2) = T6- (% = 0,4974; etwa 3o~ 
f .  i 

3 ) ~ = - g  (~0=o,98oo;  etwa 6o~ 
I 

4) ~o _ 5 (% = 1,522o; etwa 9 o~ 

untersucht und die Er- 2 s o  r .Yl,,mm#p/rehe des gem_aden h ' t a b e 8  

gebnisse in Abb. IO dar- " - - - -Gero~Ta; '~-- - - ; - -~--- - [ ' - ' - -"- - ] - - - - - - -~--- - - - I~2 
gestellt. - . . . . . .  '/~ ~ ..-~-- . . . . .  -t--'7---'" zz~"~-t-7;e, e-7/-'"" 

, n n ] - - " : - -  " , -ga..'W . . /  I 1, " /  / ' -  I (~mmete/sc~ Die Frequenzen ffir 
~  / "" " . . . .  - - ' - : ' ~ "  1 "  " 7 " : "  ""  " ' - ~ ' ~  . . . . . .  

the ja von l o l l  o unab- r - - ~ ~ ' ~ 2 " ~ - = - ~ ~ . - - - - . ~ - - - - :  
hfingigsind, ergeben sich / [ - ' - ' - - ~ " J  ' t  " - - ~ - - ~ m - - ' ~ e t F ? ~ - ~ - - - - - ~ - - - "  
a u s d e r b e k a n n t e n F r e -  ~ 1 0 J  ) ; ~  ~ / ' / ~ - ~ ; ~ ' -  [ �9 �9 I - ' ~  . 
q u e n z e n g l e i c h u n g  ~ i i . , , f  _....,...--it I,zw~ite ~m_me_#h,~ch_e aes.Oemdan ~ a 6 e ~ - I  

�9 ( V < ,  ...-_...... 
Man erh~ilt Parallelen l ~ -  l ~ ~ ~ a ; i a - ' ~ v v ~ _ e ~ - - ~ _  
zur Abszissenachse in O ~ . . . . .  ~ - - - - ' z ; - - - - - - - s ; - - -  " ~  ~ 7  ~ ; - - q  
den Abst~inden .~ ,_ 

.-TN- *o 
] / / z  lo 4 _ ~:2 :~ Abb, xo. Abhlingigkeit der Frequenz vom Sehlankheitsverhftltniff f~r BOgen mit versehiedenen 

Ot V E J ~ PfeilverhAltnis~en. 

 sw., 

diese entsprechen abwechselnd symmetrischen und gegensymmetrischen Sehwingungen. 
Die Zahlenrechnungen wurden in gleicher Weise wie in Ziff. 8 beschrieben, durch- 

geffihrt. W o e s  zul/issig schien, wurden freilich nur die angenfiherten Wurzeln (56) 
der I-Iauptgleichung benutzt. 

Die Abbildung zeigt, daft normalerweise die stfirkere Krt immung eine Erniedrigung 
der  Frequenz zur Folge hat. Die Unterschiede sind jedoch nicht so stark innerhalb 
der betrachteten Krfimmungsgrenzen, dab die zusammengeh6renden Linien nicht 
leicht erkennbare Kurvenscharen bilden, In letztere ftigen sich die dem geraden Stab 
entsprechenden Parallelen v611ig sinngemfifl ein. 

Die bereits ausftihrlich geschilderte Umtagerung der symmetrischen Frequenzen 
zcigt sich auch bei den anderen Krtimmungen, mit  dem Unterschiede, dab sie ver- 
schieden steil vor sich geht. Die Beziehung k =  I/e, auf die ja an sich der Zentri- 
winkel ~o o keinen Einflu/3 hat, muff bei den hier gew~hlten Achsenbezeiehnungen dutch 
Geraden yon verschiedenen Neigungen dargestellt werden. 

ole flacber der Bogentrfiger, um so flacher ist die Gerade auch geneigt. Dadurch 
kommen erstens 121berschneidungen innerhalb jeder Linienschar vor, so daft in dem 
Umlagerungsbereich n i c h t  mehr der h6here Pfeit die tiefere Frequenz hat. Zweitcns 
crgibt sich daraus, daft die Annahme einer dehnungslosen Achse um so eher gerecht- 
fertigt ist, je st~irker der Bogen gekrtimmt ist. Schliefllich bringt der Umstand, dab 
ftir/o/lo = o die Gerade k = I/~ in die Abszissenachse f~tllt, also keine Verlagerung der 
Frequenz mehr statffindet, wieder den sinngem~iflen Qbergang zum geraden Stabe. 

!1. [~ber die Verwenflbarkeit der Niiherungsverfahren. Angesichts des groflen Auf- 
wandes an Rechenarbeit, den die hier entwickelte Differentialgleichungsmethode zur 
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Untersuchung von Bogentr~igerschwingungen erfordert, ist es wahrscheinlich, daft 
ftir praktisehe Anwendungen dieses Verfahren nie oder nut im Notfalle benutzt werden 
wird. Etwas anderes ist es, wenn man sich ihrer, wie es in dieser Arbeit gedaeht ist, 
sozusagen nur einmalig zur  Kl~irung der grunds~itzlichen Zusammenh~inge bedient. 

Ftir die Berechnungen der Praxis wird daher wohl stets das Bestreben bleiben, 
mit Hilfe yon anderen Methoden, also etwa naeh Rayleigh oder Ritz, zu brauchbaren 
Ergebnissen zu kommen. Aus diesem Grunde soll noeh untersucht werden, wieweit 
dabei Aussieht auf Erfolg vorhanden ist. 

Die Genauigkeit, mit welcher diese Energiemethoden arbeiten, ist ziemlieh stark 
davon abhfingig, dab man die Sehwingungsform f/Jr die zu untersuchende Frequenz 
ungef~ihr kennt. Trifft das zu, so ist ein solehes N/iherungsverfahren der gegebene Weg. 

Bei d e h n u n g s l o s e r  Boge 'nachse  bilden sieh die Schwingungsformen ziemlieh 
regelmfiBig aus und sind daher leicht zu sch~itzen. Dementspreehend sind die Ergeb: 
nisse der N/iherungsformeln sehr gut, insbesondere diejenigen ftir gegensymmetrisehe 
Sehwingungen, die ja naeh Ziff. 8 fast immer als dehnungslos angesehen werden 
k6nnen. Naeh Rayleigh kann man ftir sie die Formel angeben 

k = /*~ ,,,~----(3----'~--)* 
E J  -- i + 3  

mit ;t = 2___~_~ ftir die ,,erste" und 2 =  4-~-~ ffir die ,,zweite Gegensymmetrische". 
9o 90 

Ffir die ,,erste Symmetrische", die wegen der Dehnungslosigkeit der Achse zwei 
Zwischenknoten (Abb. 8a) hat, liefert 

2 2 k = ~ ( ~ -  i)~ + a.~ (z~-- ~)~ 

mit 2x----- ~ und 23= 3~ recht gute Ergebnisse, natfirlich nur ffir sehr schlanke St~ibe. 
9o 9o 

Wegen des Weges, auf dem diese Formeln abgeleitet werden, sei auf die angegebene 
Literatur 1 verwiesen. Ihr Aufbau ist deshalb so einfach, well die Bedingung (28) ffir 
die Undehnbarkeit der Achse 

Ow u = e - ~  

es erm6glicht, eine der beiden Schwingungsordinaten bequem zu eliminieren. 
Ist die B o g e n a c h s e  d e h n b a r ,  so sind es zwei verschiedene Umst~inde, welche 

der L6sung mit Hilfe der Energieverfahren Schwierigkeiten entgegensetzen. Erstens 
ist es bei den symmetrischen Sehwingungen (diese werden ja praktisch nur betroffen) 
nieht immer leicht, die Schwingungsform einigermat3en genau zu sch~itzen. Das gilt 
insbesondereodann, wenn der Bogen ein solches Schlankheitsmafl besitzt, daft es in 
den in Ziff. 8 beschriebenen Verlagerungsbereich der Frequenzen f~illt. Zweitens 
mtissen die N~iherungsans~itze ffir u und w in einer der Wirklichkeit entsprechenden 
Abh~ngigkeit voneinander eingeftihrt werden. Genau genommen ist diese Abh~ngig- 
keit durch Gleichung (36a) gegeben, in ihr ist jedoch die unbekannte Kreisfrequenz 
(in Form yon k) aufs neue enthalten, so daft eine Gleiehung sehr hohen Grades ent- 
steht, die einen vervielfachten Rechenaufwand erfordert. 

Wenn eine yon den beiden genannten Sehwierigkeiten fortf~llt, so ist es m6glich, 
dureh die im Ritzschen Verfahren ausgenutzte Minimumseigenschaft die zweite zu 
tiberwinden. 

Tatsfiehlich gelingt es auf diesem Wege, ffir die niedrigste symmetrische Schwingung, 
solange sie ohne Zwischenknoten vor sich geht (die Schwingungsform also gut gesch~tzt 
werden kann), eine ausgezeichnete N~herungsformel zu gewinnen. Den Hartog und 
Federhofer 2 schalten die Gleichung (36a) durch die Anwendung des Ritzsehen 

x Vgl. z. I3. die FuBnoten 8 und 9 yon S. 43 o. 
2 Vgl. FuBnoten 8 und 9 yon S. 430. 
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Gedankens aus und kommen zu einem Ergebnis, welches in der hier angewandten 
]3 ezeichnu ngsweise 

k = - - I  + o,82-- 
0t 

lautet. Zum Zwecke des Vergleiches sind die daraus errechneten Frequenzwerte in 
die Abb. 6 als strichpunktierte Linie (nahezu eine Gerade) eingezeichnet. 

Solange die Schwingungszahl niedriger ist ais die der,, ersten Gegensymmetrischen", 
deckt sich die Linie mit der aus der Differentialgleichung berechneten v6llig. Ffir 
diesen Bereich ist die Formel ja auch nut geschaffen. Die Abweichung beginnt, sobald 
die angesetzte Schwingungsform nicht mehr genau zutrifft, sobald also die neuen 
Zwischenknoten in der Nfihe tier Kfimpferpunkte auftreten. Dann liegen die wirk- 
lichen Frequenzen entsprechend dem Charakter der Energiemethoden niedriger. 

Insbesondere ist es mit I-Iilfe obiger Formel nicht m6glich, den Ubergang zur ent- 
sprechenden Schwingung bei undehnbarer Achse zu erfassen, d .h.  das Abbiegen der 
in Abb. 6 und IO gezeichneten Kurven in die Waagerechte. Die yon den Hartog 
dargestellten Kurvenscharen sind daher alle nur ohne diese Gegenkrfimmung ermittelt 
worden. 

In kurzer Zusammenfassung kann also gesagt werden, dab die Energiemethoden 
ffir gegensymmetrische Schwingungen praktiseh immer, ffir symmetrische nut bei 
sehr schlanken B6gen verwendbar sind. Aut3erdem kann nach den Hartog die erste 
symmetrische Schwingung immer dann erfai3t werden, wenn sie die niedrigste Fre- 
quenz besitzt. 

12. SchluBbemerkung. Durch die in Absehnitt C der vorliegenden Arbeit durch- 
geffihrten Untersuchungen fiber die vier niedrigsten Schwingungszahlen und Schwin- 
gungsformen eines Kreisbogentr~igers ist ein umfassender Oberblick fiber sein Verhalten 
im Schwingungszustande m6glich geworden. Die Ergebnisse beschrfinken sich zwar 
nut auf den Zweigelenkbogen, abet beim eingespannten Bogen dtirfte der Sachverhalt 
grundsiitzlich iihnlich sein. 

Letzteres geht schon daraus hervor, dab die symmetrische Frequenzengl.eichung 
nicht welt von der Form (48) abweichen kann;  denn die Symmetriebedingungen (45) 
und die daraus gefolgerten Beziehungen (47) bleiben aueh jetzt gfiltig. 

Handelt es sich nicht mehr um den Kreisbogen, so werden sich zweifellos die ein- 
zelnen Ergebnisse gegeneinander verschieben. Aber die Annahme scheint gerecht- 
fertigt, daft keine wesentlich neuen Gesichtspunkte auftreten, vor allem dann nicht, 
wenn die Bogenachse sich nicht weit yon der Form eines Kreisbogens ientfernt. 

(Eingegangen am 15. September 1934.) 

Ober den Zusammenhang von StrOmungs- und 
Spa nnungsproblemen. 

(Erste Abhandlung.) 

Von Udo Wegner in Darmstadt. 

I. Einleitung. In der vorliegenden Arbeit soll der Zusammenhang zwischen 
Str6mungs- und Spannungsproblemen aufgekl~irt werden. Genauer formuliert, handelt 
es sich um die beiden Probleme: 

I. Gegeben sei das Hauptspannungsnetz einer ebenen Spannungsaufgabe. Es wird 
gefragt, ob dieses Kurvensystem als Netz der Seromlinien und der zugeh6rigen 
)~quipotentiallinien einer Potentialstr6mung angesehcn werden kann. 


