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4. Vor- und Nachteile des Verfahrens. Zum Schlusse sei noch von den Vor- und Nach-
teilen die Rede, die das Arbeiten nach dem hier entwickelten Verfahren mit sich
bringt. Dabei ist zwelerlei grundsitzlich zu trennen: das Seifenhautgleichnis und
das Auswerteverfahren.

Bei dem Seifenhautgleichnis nach L. Féppl ist der Uberdruck p = 0. Damit
entfillt gegeniiber dem Prandtlschen Seifenhautgleichnis die Auswertung des Ver-
gleichshiigels. Ebenso sind damit Stérungen, hervorgerufen durch Druckschwankungen
wihrend der Auswertung, ausgeschaltet. Die Zerlegung der Spannung 7 in die Glieder
7; und 7, und die Beschrinkung auf 7, beim Gleichnis ist sehr fruchtbar, weil dadurch
gerade das Charakteristische an der Spannungsverteilung eines Querschnitts auf-
gedeckt wird, wie man an den Beispielen ersehen hat. Fin Nachteil des Verfahrens
ist die schwierige Herstellung der Randtrdger, die genau gearbeitet sein miissen.

Uber die Vorteile der photogrammetrischen Auswertung wurde zum Teil schon
frither gesprochen. Sie seien hier nochmals zusammengefat. Der Hauptvorteil liegt
darin, daf} die Haut selbst nur zur Aufnahme benétigt wird, wihrend die Auswertung
Zu bel1eb1ger Zeit geschehen kann und dabei doch Jederzelt einer Nachprufung Zu-
ganglich ist. Ferner ist von grofler Wichtigkeit, dafl der Auswertung nur ein augen-
blicklicher Zustand der Haut zugrunde liegt. Die Ablesegenauigkeit ist sehr grof,
zumal der auftretende Fehler von 4+ 0,05 mm beim Aufzeichnen der Profile noch ver-
bessert werden kann. Auch erlaubt der Stereoplanigraph ein sehr genaues Aufzeichnen
der Querschnitte in starker (5facher) Vergréfierung, so dafl die graphische Bildung
des Differentialquotienten ¢ Fo/6 # und das Ziehen der Tangenten an die Kurven 7y =
konst mit groBer Genauigkeit geschehen kann. Ein Nachteil des Aufnahmeverfahrens
ist cs, daf} die Haut bestiubt werden mufi, was cinige Ubung erfordert. Der Einfluf
der durch das Bestduben eintretenden Gew1chtsvermehrung der Haut liegt unter der
mefibaren Grenze.

V. Zusammenfassung,.

Die theoretischen Grundlagen des Seifenhautgleichnisses nach L., Féppl werden
entwickelt. Es wird cin photogrammetrisches Verfahren zur Auswertung von Seifen-
hautoberflichen angegeben und seine Brauchbarkeit am quadratischen Querschnitt
nachgewiesen. Ferner wird an Hand des quadratischen Querschnitts mit verschie-
denen zentrischen Bohrungen ein Weg zur Untersuchung von Hohlquerschnitten
gezeigt. Vor- und Nachteile des Verfahrens werden auseinandergesetzt.

(Eingegangen am 13. September 1934.)

Schwingungszahlen und Schwingungsformen
von Kreisbogentrégern.

Von F. W. Waltking in Miinchen.

1. Vorbemerkung. Biegungsfeste Stibe mit gekriimmter Achse bilden fiir ver-
schiedene Zweige der Technik ein wichtiges Konstruktionsclement, ihre elastischen
Eigenschwingungen sind daher bercits in einer Reihe von Verdffentlichungen behandelt
worden. Und doch sind nicht wenige, zum Teil recht wichtige Fragen bisher ungeklirt
geblicben.

Die Schwingungsuntersuchung eines Bogentragers gestaltet sich am einfachsten,
wenn man scine Achse als undehnbar ansieht. Die Differentialgleichung, welche
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sich so ergibt, findet man bei A, E. H. Love! u.a.?; dort werden sodann die
Losungen fiir den geschlossenen Kreisring. und die Schraubenfeder angegcben. Die
Anwendung auf den unvollstindigen Ring, d. h. den Bogentriger, behandelt zuerst
H. Lamb?®; cr kommt jedoch zu der Feststellung, daf ,,dic Deutung der Lésungen
im allgemeinen schwierig sein wird, aufier in'dem Fall, daff die Anfangskriimmung
gering ist'*. Dicse Bemerkung findet man in der Literatur an verschicdenen Stellen
wiederholt, trotzdem die Schwicrigkeiten, wie die vorliegende Arbeit? zeigen wird,
sich zum Teil auf recht ecinfachem Wege i{iberwinden lassen.

Die Dehnungen der Stabachse kénnen jedoch, wie bereits bekannt ist, erheblichen
Einflufl auf die Schwingungszahl haben. Das ergibt sich schon daraus, daf§ die ein-
fachste Schwingungsform, cine solche ohne Zwischenknoten (vgl. Abb. 7a von Ziff. 9)
nur durch derartige Dehnungen zustande kommen kann. ‘

Den geschlossenen Kreisring mit dehnbarer Achse, und zwar unter radialer
Druckbeanspruchung, behandelt K. Federhofer® mit Hilfe einer Differentialgleichung,
er vernachldssigt jedoch den Teil der Achsendehnung, welcher durch die Schwingungen
verursacht wird. :

Da die Losung durch cine Differentialgleichung sehr umstindliche Rechnungen
erfordert, liegt es nahe, an ihrer Stelle ein Niherungsverfahren, etwa nach Rayleigh®
oder Ritz? zu benutzen. Das geschieht daher in fast allen bisher bekannten Unter-
suchungen des Bogentrigers, also des unvollstindigen Ringes.

Solange die Stabachse wieder als dehnungslos angeschen wird, ergeben sich ziemlich
cinfache Ansitze. Es entsteht dann jedoch die Frage, ob die niedrigste Schwingungs-
zahl, deren Kenntnis gewthnlich am wichtigsten ist, nicht vielleicht gerade durch
Achsendehnungen erzeugt wird.

Mit der Beantwortung dieser Frage befassen sich J. P. den Hartog® und K. Feder-
hofer?, letzterer wiederum im Falle einer radialen Belastung. Beide arbeiten mit
den Energieverfahren, und cs gelingt, auch ohne Kenntnis des exakten Dehnungs-
gesetzes fir die Bogenachse, Naherungsformeln abzuleiten, die vorziiglich brauchbar
sind, freilich nur, solange es sich wirklich um die niedrigste Schwingungszah! handelt.

Wenn aber auch auf diesc Weise die besonders wichtige niedrigste Figenfrequenz
geniigend genau bestimmt werden kann, so verbleibt noch eine Reihe von Fragen,
fiir deren Losung die Differentialgleichung das gegebene Mittel ist.

In der vorliegenden Arbeit wird zunichst die bisher noch nicht verdéffentlichte
Differentialgleichung mit vollstandiger Berticksichtigung der Achsendehnungen ab-
geleitet. Sodann wird gezeigt, dafl man mit Hilfe der Differentialglcichungen auch
unter wesentlich geringeren Beschridnkungen doch zu eindeutigen Lésungen kommen
kann. Schlieflich werden in der Anwendung auf den beiderseits gelenkig gestiitzten
Bogentriger Untersuchungen angestellt 1. iber die Umstinde, unter denen dic Achse
als dehnungslos angeschen werden kann, 2. dber den Einflufl verschiedener Pfeil-
héhen (Zentriwinkel) der Bogentriger auf die Eigenschwingungszahl und 3. tiber die
mit der Anderung der Frequenz verbundenc Anderung der Schwingungsform.

' A.E. H. Love, Lehrbuch der Elastizitt (deutsch von A. Timpe), S. 517, Leipzig 1907.

* Z.B. Handbuch der physikalischen und technischen Mechanik, Bd. 11I, S. 342, Leipzig
1927 oder Handbuch der Physik, Bd. VI, S. 374, Berlin 1928.

® H. Lamb, Proc. Lond. math. Soc. 19 (1888) S. 365.

* Diese Arbeit wurde im wesentlichen (z. B. bis auf einen Teil der unter Ziff. 8 bis 10 mit-
geteilten Ergebnisse) bereits im Jahre 1932 fertiggestellt. Die Beriicksichtigung der seitdem
erschienenen Verdffentlichungen wurde nachtriglich eingefiigt.

5 K. Federhofer, Ing.-Arch. 4 (1933} S. 110.

¢ Vgl. z. B. Handbuch der Physik, Bd, VI, S. 363.

" Vgl. z. B. S.Timoshenko, Schwingungsprobleme (deutsch von Malkin-Helly), S. 288,
Berlin 1927.

8 ]. P. den Hartog, Philos. Mag. 5 (1928) S. 400.

? K. Federhofer, Ing.-Arch. 4 {1933) S. z76.
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A. Aufstellung der Differentialgleichungen.

2. Das elastische Verhalten gekriimmter Stibe. In der Literatur?! iiber die statische
Biegung des gekriimmten Stabes in seiner Ebene wird, soweit der Stab als eindimen-
sional angesehen wird, gewdhnlich die Annahme gemacht, dafi die Mittellinie des
Stabes dehnungslos bleibt. Wie schon aus der Vorbemerkung hervorgeht, kann von
dieser Voraussetzung hier nicht Gebrauch gemacht werden.

Die Aufstellung einer Theorie des eindimensionalen Bogentrdgers mit dehnbarer
Achse bereitet zwar gewisse Schwierigkeiten (vgl. hierzu K. Wieghardt®? und Th.
Pgschl®); darauf soll hier jedoch nicht ndher cingegangen werden. Um die elastischen
Eigenschaften des Bogentrigers auszudriicken, werden die Bezichungen gewihlt, wie
sie Péschl? zur Berechnung zylindrischer Schalen benutzts, Die Gleichungen fiir
die clastischen Verschiebungen sollen dabei unter Anlehnung an Love® neu abgeleitet
werden, damit ein scheinbarer Widerspruch (vgl. S. 432) aufgeklirt werden kann.

Der Kreisbogen werde auf ein Polarkoordinatensystem (#, 9) bezogen, die Gleichung

seiner Mittellinie laute
¥ == 7y == konst.

Die an einem Stabelement angreifenden dufleren Krifte, bezogen auf die Lingen-
einheit der Stabachse, seicn X und Z, wobei die x-Achse radial, die z-Achse tangential

Abb. 1. Langenelement des Bogentrigers, Abb, 2. Elastische Verschiebung eines Bogenclementes.

gerichtet sei. Mit den Spannungsresultaten N = Normalkraft, 0 = Querkraft, M =
Biegungsmoment (Abb. 1) ergeben sich fir das Gleichgewicht eines Stabelementes
die Bedingungen:

%%—+N+Xrﬂ=o, (1)
G —Q+Zn—o, (2)
dM

Z8 —@rn=o0. (3)

In der letzten dieser Gleichungen ist das Moment der duBleren Krifte, da es von hoherer
Ordnung klein ist, in der gleichen Weise vernachldssigt, wie es beim geraden Stabe
tiblich ist.

Der Verzerrungszustand des Bogentrigers wird beschrieben  durch Gleichungen
fur die elastischen Verschiebungen % (radial) und w (tangential). Diese ergeben sich
aus folgender Betrachtung.

Ein Bogenelement §s, (Abb. 2) habe vor der Verformung die Lage P— P,, nachher
die Lange ds und die Lage 0—(;. Bezogen auf das Achsensystem (x, z) mit dem

* Vgl. z. B. die Literaturangaben unter 1, S.433.
¢ K. Wieghardt, Sitzungsber. Wien. Akad. Abt. I1a 124 (1915) S. 1119.
3 Th. Péschl, Z. angew. Math. Mech. 7 {192%) S. 18¢.
4 Th, Péschl, Berechnung von Behiltern, S. 57, 2. Aufl,, Berlin 1926.
% Der Ansatz von R.Mayer (Die Knickfestigkeit, S. 140, Berlin 1921), in dem ebenfalls
die Dehnungen beriicksichtigt sind, gilt nur fiir flache Bogen.
# Love, S. 511 (s. Literaturangabe 1 von Ziff, 1),
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Ursprung in P sollen die Koordinaten des Punktes P; mit %, und 82, die des Punktes Q
mit » und w und die des Punktes 0, mit & und { bezeichnet werden. Inbezug auf das (%,
%)-System mit dem Ursprung in P, habe der Punkt Q; die Koordinaten %, und 1w,
ferner seien die Verschiebungen des Punktes P, (nach (), gemessen im (x, z)-System
von P, mit U und W bezeichnet.

Die Verdrehung w des Querschnittes in P, d. h. der Winkel zwischen den beiden
Bogentangenten in P und @, 1af8t sich sowohl durch den Sinus als auch durch den
Cosinus angeben. Beide entstehen als Grenzwerte fiir s, > 0, und zwar

. . E—u {— W
siny = lim , cosy = lim =
¥ ss—>0 08 ' ¥ EPY o 08 @)

Nun ist, wenn mit & dic Dehnung der Mittellinie bezeichnet wird,

8s = (1 + &) s,
) + wlsm<67‘: ),

) + w, cos (6’;").

ferner wird

&= 81y + U—ax0+u1cos<‘5

E=0z+W=0d0z—1u, sm(d

Setzt man sin (%) ~ %% ynd beachtet, dafl beim Grenziibergang
0 [
. 8xy Bz . 85y
lim B, — O lim 55, 1, lim cos( 7o >— I,
im A% _ 4% m L 4w
lim sy  ds? lim 8s,  ds
werden, so folgt
siny = — M—k ot
DY =11 e\ds I (s)
u
cosy = ( ) 6
v T (6)

Um e zu finden, sind die Gleichungen (5) und ( ) zu quadrieren und zu addieren.
Das gewiinschte Ergebnis erhédlt man jedoch auch schon dadurch, dai man siny a9,
cos w A 1 einfiihrt, denny ist stets ein sehr kleiner Winkel. Setzt mar in (5) noch
1 4+ e~ 1, so erhidlt man die von Péschl angegebenen Beziehungen:

du w ES du
dw (72 I dw

Bei seiner Ableitung setzt Love bereits in den hier mit (4) bezeichneten Gleichungen
ds = 85y so daBl bei ihm (6) lautet ‘

dw 2
cosyz:l%—d—s——};. (6a)
Wiirde man dies mit (8) zusammenfigen, so ergibe sich, dafl ¢ immer negativ sein
mufl, da der Cosinus nie gréfler als Eins sein kann. Dieser Widerspruch ist durch
den Unterschied zwischen den Gleichungen (6) und (6a) aufgeklirt.

Fiir die Dehnung eciner Faser des Stabelementes, welche den Abstand x von der
Achse hat, ergibt sich
oy = —— <ii}”,.__ w)— % _ 8y
T re—ax \d P Yo—x do
oder, wenn man % gegeniiber 7y vernachlédssigt,

x dw

Ex == &— 70 d19" (9)
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Mit Hilfe der drei Gleichungen (7), (8) und (9) gelingt es nun, Normalkraft und

Moment durch die Verschiebungsgroéfien auszudriicken. Es ist mit &, _%z_ und
u(xdF=o N:/O,dF=E/exdF;E€F_£ﬂf dF,
vy d
L = e
oder
=S (T ), (10)
M=— lif{(d&ﬂ_*"d,s) (11)

Darin sind mit E das Elastizitdtsmafl des Materials, mit ' und J Fliche und Trigheits-
moment des Stabquerschnittes, letzteres bezogen auf die Biegungsachse, an der Stelle
(o, ®) bezeichnet.

Durch Elimination von dﬂ ® ergibt sich aus (10) und (11) schlieBlich die Differential-

gleichung der elastischen Linie
d®u M Ny, .
i o B
sie unterscheldet sich von der bekannten Form [s. Gleichung (14)] nur durch das letzte
Glied.
Aus (7) bis (1 I) lassen sich die aus der Literatur? bekannten Beziehungen, welche
sich. aus der Annahme der Dehnungslosigkeit der Mittellinie ergeben, sehr schnell

gewinnen. Mit ¢ = 0 wird nach (8)

. dw
“=Z9 (12)
fiir den Verdrehungswinkel ¢ eines Querschnittes folgt aus (7)
v=o (T +o); | - (13)
schliefilich entsteht die Gleichung der elastischen Linie aus (11)
E
M=—'*ﬁ]( ,9z+ ) (14)
oder ‘
— f : '

3. Die Schwingungsdiiferentialgleichungen. Mit Hilfe der unter Ziff. 2 angegebenen
Gleichungen (1), (2), (3), (10), (11) 1aBt sich nunmehr ohne grundsitzliche Schwierig-
keiten die Differentialgleichung der Biegungsdehnungsschwingungen ableiten. Die in
Ziff. 2 fiir statische Beanspruchungen abgeleiteten Beziehungen gelten ja in der-
selben Form fiir die zusitzlichen Groflen M, Q usw. aus einer Schwingungs-
beanspruchung, wenn man fiir die letztere, wie es hier geschieht, die statische Gleich-
gewichtslage als Nullage wihlt. — An Stelle der duBleren Krifte X und Z sind nach
dem d'Alembertschen Prinzip die Trigheitswiderstinde in radialer bzw. in tangen-
tialer Richtung einzufiihren, also '

2u ' 22 ‘
X=—p—7, Z=—pg, (16)

1 Vgl. z. B. A. Clebsch, Elastizitit fester Kérper, § 55, Leipzig 1862; A. E. H. Love, a. a. O.
§ 250 und Kapitel XXI; Handbuch der physikalischen und technischen Mechanik, Bd. IIT,
S. 148; Handbuch der Physik, Bd. VI, S. 181; J. Boussinesq, C. R. Acad. Sci., Paris 97 (1883)
S. 843; H. Lamb, a. a. O.; R. Mayer, Z. Math. Physik 61 (1913) S. 246; R. Mayer, Die Knick-
festigkeit, II1. Abschmtt A Foppl, Technische Mechanik III § 38. Leipzig 1922; K.Federhofer,
Eisenbau 12z (rgz1) S. 289.

29
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wenn unter # dieMasse des Stabes, bezogen auf die Langeneinheit, verstanden werden
soll. ‘

Aus folgt zunichst
(3) folg , : oM.

N T
dafl darin der Einflufl der dufleren Kréfte nicht berticksichtigt ist, entspricht jetzt
der Vernachlissigung der rotatorischen Trigheit des Stabelementes.
Mit Hilfe dieses Ausdruckes kann Q aus den Gleichungen (1) und (2) eliminiert
werden; so ergibt sich

1 BM
aN 1 M

—Z 7. (18)

Beniitzt man (17), um N aus (18) und (10) zu entfernen, und ersetzt ferner die Gréfe M
durch den in (11) gegebenen Ausdruck, so erhilt man die beiden Gleichungen

o u o w Pu cw v 8 X

s T e T aes T ae "‘"E"O.T(— 75 "‘Z) =0, (19)
dw _J [ u Pw 73
70 _““Frg(aw am X EJ),' (20)

Durch einmaliges Differentiieren der Gleichung (20) und Subtrahieren von der mit

‘Fi,a‘ multiplizierten Gleichung (19) folgt
J Pu ou J \ w 73
Frss g5+ (1+7g) se + FrZ=o. (21)

Aus diesen Gleichungen (20) und (21) kann man nun die Verschiebungsgréie » und
ihre Ableitungen, bei der héchsten beginnend, schrittweise eliminieren. Fiithrt man
schlieilich die Ausdriicke (16) fiir X und Z ein, wobei sich X durch erneute Verwendung
der Gleichung (21) sofort entfernen lifit, so ergibt sich die gesuchte Differential-
gleichung der Biegungs-Dehnungsschwingungen:

o w N w 0% w E [ ur} Pw
oo T2 gort g+ am | — B pee + | z2)
pry | pri\ Pm  prs opvopvd Pw) 22
+(EJ +EF) 08 EJY T EJ EF &8 } 0.

Die von K. Federhofer! abgeleitete Differentialgleichung fiir die Biegungs-
schwingungen des Kreisringes hat, wenn in ihr die Glieder aus der radialen Belastung
gestrichen werden, mit der vorstehenden gro8e Ahnlichkeit. Véllige Ubereinstimmung
besteht nicht, da Federhofer die periodischen Verinderungen der Stabachsendehnung

“wihrend der Schwingungen vernachlissigt, indem er zum Teil von der Beziehung

U= —p
2

[wie Gleichung (12)] Gebrauch macht.

Fiir die Untersuchung von Eigenschwingungen kann man diese partielle Differen-
tialgleichung vercinfachen, indem man sie durch den Ansatz

Ww=wWcosw! (23)

in eine gewdhnliche verwandelt; darin ist mit w die Kreisfrequenz der Schwingungen
und mit @ eine nur von & abhingige Funktion bezeichnet. Wegen

ctw

g =—weoswir (24)

folgt nun aus (22), wenn cos wt iiberall herausgehoben wird,

} Vgl. FuBnote 5 von S. 430.



V.Band 1934. Waltking: Schwinigungszahlen u. Schwingungsformen von Kreisbogentrigern. 435,

wr drw 74 pry\ Pw
d19°+2dz94+d192+ o g — ot (FF+ 5R) o +
2
j w— ’;.‘? SFwB=0
oder, wenn man als abkiirzende Bezeichnungen
k=4 (25)
o= -d (% >2 (26)
. Fy? %o
einfiihrt und beachtet, dal
g;‘; w=uak
ist, p
] 2 75
%—,;e;— (2+°€k) FET +( k—dk)md,;g + (k—ak)w=0. (27)

Der durch (26) definierte Quotient « stellt nichts anderes dar als das ins Quadrat
erhobene Verhiltnis vom Trégheitsradius i, des Stabquerschnittes zum Bogenhalb-
messer 7, — Der Ausdruck % in (25) ist eine in allen Schwingungsberechnungen fiir
Bogentriger, auch in den Niherungsverfahren, vorteilhaft verwendbare Gréfle. Mit
Ausnahme des Zentriwinkels ., treten nimlich die Abmessungen des gegebenen
Systems nur in den Werten & und « auf, auBerdem erscheint die gesuchte Kreisfrequenz
nur in demn Ausdruck k.

Die Differentialgleichung (27) fur den Fa]l einer dehnbaren Stabachse 148t sich
leicht umwandeln in diejenige fiir eine dehnungslose Mittellinie, wie sie in der Literatur
seit langem bekannt istl. Zu diesem Zwecke ist die Bedingung der Undehnbarkeit (12)

 ew ‘

. “=3F (28)
einzufithren. Dieselbe Bedingung ergibt sich aus (20), wenn man die Glieder mit «
gegeniiber den anderen vernachlissigt. Da namlich der Tragheltsradlus von Bogen-
tragern immer wesentlich kleiner ist als der Bogenradms so kann man in vielen Fillen
das Quadrat ihres Quotienten als von hoherer Ordnung klein ansprechen, ohne die
Genauigkeit des Ergebnisses zu beeintrichtigen. Mit dieser Bedingung

a=(32)~o0 (28a)

%o

geht (27) iber in

a2T
dﬂﬂ -+ 2 dﬁ" o+ (1— %) Gge + kB=0. (29)

Dies ist die Differentialgleichung der dehnungslosen Biegungsschwin-
gungen, wie man sic in der erwdhnten Literatur findet.

B. Losung der Difierentialgleichungen.

4, Losung fiir dehnungslose Stabachse. Zunichst mége die Losung der Differential-
gleichung (29) behandelt werden. Ein partikuldres Integral lautet

W= ;V, (A.cosn, ¥+ B,sinn,d), (30)

worin #,, 1y, 7y die Wurzeln der sog. Hauptgleichung

nt—znt (1 —~knt—k=o0 (31)
sind. Die Randbedingungen, dic der Ansatz (30) befriedigen muf}, sind auszudriicken
durch

1 Vgl. FuBnote 1 bis 3 von §. 430,
2g*
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w, die Tangentialordinate,

= Z: , die Radialordinate,
Pe=— <_.__ + z_e)> ( dz"; + w) die Tangentenneigung,
7o \d B ad .
. EJ EJ {@w .
M= rn ( 7ot T+ dﬂ ) —_ ,g ( 5 T dﬂ) das Biegungsmoment,
= EJ (du d*w aAw dtw
0=— rh (W W) = 7 (d—ﬂf dﬁz) die Querkraft.

Um nun die Eigenschwingungszahlen eines vorgelegten Systemes zu ermitteln,
sind mit Hilfe von Randbedingungen fiir die sechs Integrationskonstanten A,, B,,
jedes Einzelstabes sechs Bestimmungsgleichungen aufzustellen. Diese sind linear und
homogen; wenn also iberhaupt Schwingungen auftreten sollen, muf3 ihre Koeffi-
zientendeterminante verschwinden. Aus dieser Bedingung ergibt sich die Frequenzen-
gleichung, durch deren Auflésung man die Kreisfrequenzen @ und somit die gesuchten
Eigenschwingungszahlen erhilt.

Im Grundgedanken unterscheidet sich der Losungsweg also nicht von demjenigen
beim geraden Stabe; die Schwierigkeiten beginnen erst bei der Lésung der Frequenzen-
gleichung, da nicht alle transzendenten Funktionen (wie beim geraden Stabe) dasselbe
Argument haben, sondern deren drei vorkommen, die durch die uniibersichtliche
Gleichung sechsten Grades miteinander verkniipft sind. Da die Wurzeln dieser
Gleichung auch imaginidr und komplex sein konnen, entstehen die Deutungsschwierig-
keiten, von denen in Ziff. 1 bereits die Rede war und die die Ursache dafiir sind, dafl
die Literatur bisher noch keine fiir den Bogentriger durchgefithrte Losung dieser
Differentialgleichung aufweist.

Im folgenden soll nun gezeigt werden, dafl diese Schwierigkeiten in einem gewissen
Bereich nicht vorhanden sind. Zu diesem Zwecke soll die durch die Hauptgleichung
(31) vorgeschriebene Abhingigkeit zwischen einer Unverdnderlichen %2 und den drei

N w By oy

Verinderlichen n,, ny, 75 (es wird ja ny = — n,, ny= — 1y, 7= — %) untersucht werden.
I Zunichst zeigt sich, daB in der
”W = z kubischen Gleichung, welche ent-
1B e ' steht, wenn #? als Unbekannte
== aufgefafit wird, fir alle
o g )
A=
//4” kZ=17,637
% - der ,,casus irreducibilis‘'? eintritt.
A ng Dieser Zahlenwert folgt aus der
l Beziehung
a 200 06 609 800 7000 200 o0 k1600 . . 1 5 2
Abb. 3. Wurzeln der Hauptgleichung (31). [—9— (3 k + I)] > [27 ( 4 E— )] .

Liegt % also oberhalb dieser Grenze, so sind alle drei Wurzeln #2 der kubischen
Gleichung reell. Auflerdem 148t sich zeigen, dal dabei eine von ihnen, etwa #f, immer
positiv bleibt, wihrend #2 und #g stets negative Werte annehmen, dafl also oherhalb
von k = 17,637 die Wurzel n, reell ist, wihrend #, und #, imaginir sind.

Eine Darstellung der Abhingigkeit zwischen & und #,, n, #; zeigt dic Abb. 3,
in welcher Imagindrwerte gestrichelt wiedergegeben und komplexe Wurzeln natiirlich
fortgelassen sind.

Aus dieser Abbildung lassen sich einige wertvolle Schliisse ziehen. Von & = 17,637
bis £ = co behalten die Kurven ihren gleichartigen Charakter; wenn also, wie in der
Vorbemerkung erwihnt, H. Lamb Schwierigkeiten bei der Deutung der Lésungen

1 Vgl. z. B. Hiitte I, S. 65, 26. Aufl, 1931.
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feststellt, so kann dies nur fiir den Bereich 2 < 17,637 gelten. Oberhalb dieser Grenze
liefert eine Frequenzengleichung eindeutige Ergebnisse und die Losung bereitet keine
grundsitzlichen Schwierigkeiten mehr.

Eine direkte Beantwortung der Frage, ob fiir einen gegebenen Bogentriger die
Grenze k = 17,637 nicht unterschritten wird, ist freilich nicht méglich, da ja in

B=£5 g;) die unbekannte Kreisfrequenz als Faktor auftritt. Einen Aufschlufl dariiber
bringt die Arbeit von den Hartog?, deren Werte (; und Cj in den Tabellen T und III
identisch sind mit ]/73 Danach gilt obige Bedingung nicht mehr, wenn beim Zwei-
gelenkbogen der Zentriwinkel @y > 1459 beim eingespannten Bogen sogar ¢, > 180°
ist. Fur die in der Praxis vorkommenden Systeme diirfte also die Bedingung stets
erfiillt sein, wenn auch in Sonderfillen nicht ohne weiteres iiber ihre Nachpriifung
hinweggeschritten werden darf.

Das Auftreten der imaginidren Zahlen #, und n, welches fiir die Lésung unbequem
sein konnte, kann umgangen werden, indem man das partikulire Integral der Diffe-

rentialgleichung nicht in der Form ( 30), sondern durch
W= A cosnd+ Bysinn ® + A, Co{v, ¢+ B, Ginwy @ + A3 Cofvg & + By Ginvy & (32)

wiedergibt. Darin ist » =y, v, = 1, tv3=14 (z =) — I) Von der Brauch-
barkeit dieses Integrals kann man sich durch Ausdifferentiieren leicht dberzeugen.

Die Gleichung (32) kann in derselben Weise wie (30) zur Aufstellung der Frequenzen-
gleichung bentitzt werden. Will man diese nun l6sen, so betrachtet man sie am besten
als'Gleichung von der Form: f (k) = 0 und trigt die von Null verschiedenen Funktions-
werte, die sich fiir beliebig gewihlte & ergeben, als Kurvenordinaten auf. Die Null-
stellen dieser Kurve liefern bestimmte Werte &, aus denen man nach {25} die gesuchten
Kreisfrequenzen w erhilt.

Im iibrigen sei auf das spiter behandelte Beispiel verwiesen, aus dem weitere
Einzelheiten zu ersehen sind.

Ist statt des dort behandelten Zwexgelenkbogens ein andersartxger Bogentrager
zu untersuchen, so bleibt bei den gednderten Randbedingungen der Gang der Losung
der gleiche. Ebenso tritt keine grundsitzliche Abweichung ein, wenn Einzellasten,
sprunghafte Querschnittsinderungen oder zusammengesetzte Systeme gegeben sind.
Genau wie beim geraden Stabe ist dann (32) auf jedem einzelnen Bogenabschnitt
bzw, Einzelbogen anzuwenden; der Zusammenhang wird durch Ubergangsbedingungen
hergestellt. Bei s derartigen Abschmtten ergibt sich so eine (65)-reihige Determinante.

5. Grenziibergang Zum geraden Stabe. Eine weitere Folgerung, die sich aus Abb. 3
ergibt, besteht darin, dafl bei wachsendem % die Groflen v nach bestimmten Grenz-
werten streben. Mit Hilfe der trigonometrischen Lésungsformeln fiir kubische Glei-

chungen? kann man beweisen, dafl fir » und v,

hm'u—-]/—

k—>w

gilt ﬁ/?% ist die strichpunktierte Kurve in der Abb, 3), wihrend man fiir »3 das bemer-
kenswerte Ergebnis erhilt: ,

lim Vg = 1.

k> o
Auf die Wiedergabe des Beweises soll hier verzichtet werden.

Da die Grofie k= ” % w2 mit der vierten Potenz des Bogenhalbmessers wichst,

148t sich mit Hilfe Jener beiden Grenzwerte nun zeigen, dafl die Gleichung (32) in
dem Falle, dal der Bogenradius unendlich gro8 wird, in die Schwingungsgleichung

1 S, FuBnote 8 von S. 430.
2 S, Fufnote 1 von S.436.
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des geraden Stabes iibergeht. Durch Einfiihren der Grenzwerte in (32) entsteht
némlich

@ = A, cos (kD) + B, sin (Y& 8) + A, Cof (YED) + B,Sin (Y& H) + 4,601 + B, Sin 6 .

Setzt man pre
VE=r, VE] o

und beachtet, daB fiir 7y = oo der Winkel # zu Null werden mufl, damit die Argumente
der Kreis- und Hyperbelfunktionen von endlicher Grofle sein konnen, so erhilt man
W = A, cos (mry®) + Bysin (mry®) 4+ A;Cof (mry ) + B, Sin (mry®) + Az 1+ By-0
Nun stellt @ = @ cos w¢ die Schwingungsordinate in tangentialer Richtung dar, nach
(28) ergibt sich aus ihr durch D#ferentiicren nach ¢ die radiale Ordinate u

= coswi[~mry Ay sin (mry®)-Fmry By cos (mry®) + mry AGin (m7g®) +mry ByGof (mryd)).
Durch Emfuhrung der Abszissen z = 7y® und der neuen Integrationskonstanten Cj,
Cy Cs, Cy erhilt man schlieBlich die bekannte Gleichung fiir den geraden Stab!

u=coswt(Cysinmz+ Cycosmz + C3&inmz+ C,Cofmz).

6. Losung bei dehnbarer Stabachse. Fiir den Fall der dehnbaren Stabmittellinie lautete
die Schwingungs-Differentialgleichung (27):

5w i w 2w _
Tt etal) i (—k—ah) T 4 p—aB@=0.  (33)
Das zugehérige partikulire Integral ist von der gleichen Form wie (30):

x=3

w= 3 (A, cosn,d+ B,sinn,d); (34)
x=1

nur heifit die Hauptgleichung, deren Wurzeln die drei Koeffizienten #, sind, jetzt

—@tak)nt+ (1 —k—ak)n?— (k—ak?)=o0. (35)

Driickt man wieder die Randbedingungen, die von (34) zu erfiillen sind, durch w
allein aus, so erhilt man wesentlich kompliziertere Ausdriicke als im Falle dehnungs-
loser Stabachse. Sie kénnen aus der Zwischenrechnung zur Ableitung der Schwingungs-
Differentialgleichung, welche in Ziff. 3 nur gekiirzt wiedergegeben ist, entnommen
werden und lauten fiir die Radialordinate %, die Tangentenneigung % der Stabachse,

die Normalkraft N, das Biegungsmoment M und die Querkraft Q:

— aw 3w A8
“=ﬁ[ %—6"73"5— el @
Y d
Y= [Cow—)‘- ity +ocd;:], (b)
N d*w d'
N=2 ( ) g9 T gy T d,;:], (c) (36)
_ 2 b
M=-—E,;Iy[coz,9 +Cud;z+ocd05] (d)
2y E Bw d
Q= y] [CO d.&z +CII 408 + dﬂu‘:] (e)
darin bedeuten
1 o =1+ o+ ak—alk,
b= t=amtre—an { =1+4a— R (37)
_ . i .[cu=l—|—2oc+oc2k,
Y= I+a—a?k’? l5111=“(1+2ak)

1 Vgl. z. B. W. Kaufmann, Z. angew. Math. Mech. 3 (1922) S. 34; W. Kaufmann, Bauing. 5
(1924) S. 500; W. Prager, Bauing. 8 (1927) S. 129; W. Prager, Z. techn. Physik ¢ (1928) S.223;
W. Prager, Z. techn. Physik 10 (1929) S.275; F. W. Waltking, Ing.-Arch. 2 (1931) S. 247.
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‘Der weitere Gang der Losung, von den Randbedingungen iiber die Determinante der
Koeffizienten A4,, B, zur Frequenzengleichung, ist derselbe wie schon in Ziff. 4 an-
gegeben.

Zunichst ist wieder eine Untersuchung anzustellen tiber die Groflen #n, welche

jetzt nicht nur von der gesuchten Grofle k= E j rg, sondern auch von dem gegebenen

Verhiiltnis o = (?) abhingig sind. Wihrend in Ziff. 4 die Abhingigkeit zwischen »

und % also allgemeingiiltig war, muf} sie nunmehr fiir den a-Wert des jeweils gegebenen
Trigers neu berechnet werden.

Die Zahlenwerte der n, welche
sich z. B. fiir a= 1/500 ergeben,
sind in Abb. 4 dargestellt, wobei
imagindre Betrdge wiederum ge-
strichelt eingezeichnet sind. Ein
Vergleich der beiden Abb.3 und 4
zeigt eine fast vollige Uberein-
stimmung desVerlaufes der beiden 7J ===qni Rum—

Ta € 4t AN

-~

n und der beiden #,. Auch bei R Ry T R R R R 7V iy )
der Grenze k= 17,637, unterhalb  Abb, 4. Wurzeln der Hauptgleichung (s5) fir 1jx = soo.

deren die zugehorigen »n-Werte
komplex sein konnen, ist keine Verschiebung zu erkennen.

Wesentlich voneinander verschieden ist jedoch der Verlauf der beiden #ny-Kurven:
in Abb. 3 strebt #; nach dem Grenzwert n#g = i = }/~— 1, whhrend in Abb. 4 der
imaginire Wert ng zunichst abnimmt bis Null, dann reell wird und wieder ansteigt
ither Eins hinaus. -

Fiir jedes andere Verhiltnis « verlaufen die n- Kurven entsprechend: », und #,
sind praktisch dieselben wie bei dehnungsloser Stabachse, wihrend 7, an der Stelle

b= ~:c~ aus dem imagindren Bereich in den reellen tbergeht.

Diese Nullstelle von 7, rickt also fiir « = 0 ins Unendliche, d. h, die #ny-Kurve
nihert sich asymptotisch einer Parallelen zur k-Achse, und zwar im Abstande

Hg = 1/:““1", wie bereits frither gezeigt. Da a= (—::%)%ei unendlich grofilem 7y zu Null

wird, 148t sich auch- hier derselbe Grenziibergang zum geraden Stabe vornehmen
wie in Ziff. 5,

Der eigenartige Charakter der ny-Kurve dndert an der grundsitzlichen Durch-
fithrbarkeit der Losung nichts. Man kann zwar die Imaginirwerte aus der Zahlen-
rechnung ausschalten, indem man zwei dhnliche Ansitze wie (32) macht, von denen

einer fiir k£ < %, der andere fiir 2> Py gilt, und indem man sodann die gesamte Losung

fir diese beiden Bereiche getrennt durchfithrt. Ubersichtlicher scheint es jedoch,
den Ansatz (34), also nur Kreis- und keine Hyperbelfunktionen zu benutzen und die
imaginiren Werte in die Zahlenrechnung mitzunehmen. Dabei mufi dann von den
Formeln cos ¢ x = @of #, sin7 ¥ =7 &in x Gebrauch gemacht werden. Wenn die
Frequenzengleichung in der zuvor genannten Weise, also fiir die beiden Bereiche
getrennt, zu lésen ist, so konnen auch auf dem zweiten Wege keine komplexen
Ergebnisse entstehen, sondern entweder nur reelle oder nur imaginire Zahlenwerte.
Uber den Wert

k=—, (38)
dessen Einfluf} auf die Grofie #, soeben angegeben wurde, sind noch einige Bemerkungen
zu machen.
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Dieser Sonderwert nimmt auch in weiterer Hinsicht (vgl. Ziff. 8 und 10) die Stellung
einer kritischen’ Zahl ein, so dafli der Versuch gemacht werden mufite, festzustellen,
ob er eine bestimmte physikalische Bedeutung hat.

Die Gleichung (38) wird erfiillt, wenn die Kreisfrequenz @ der Bogenschwingungen
den von allen Randbedingungen (z. B. also auch vom Zentriwinkel ¢,) unabhingigen
Wert

EF -
O=Vun (382)
annimmt. Dadurch geht die Differentialgleichung (27) tber in

dtw aAtw %o \2 d*w

ot 3a— () e =
Die suflere Form dieser neuen Differentialgleichung legt die Wahrscheinlichkeit nahe,
daB durch (38a) ein Stabilitdtsproblem? an dem im {ibrigen unbelasteten Bogentriger
gekennzeichnet wird.

Fir diese Vermutung spricht auch die Tatsache, daB} mit

IL—ak=0
der Ausdruck f§ in (37), welcher bei # und N in (36) als Faktor auftritt, unendlich
grofl wird. [In der Anwendung auf den Zweigelenkbogen folgt daraus fir # ein un-
bestimmter Wert, da die eckige Klammer von (36a) zu Null wird.]

Den erschépfenden Aufschlufi iiber diese Zusammenhinge wiirde wohl nur eine
entsprechende Stabilitdtsuntersuchung liefern konnen. Diese wird sehr verwickelt
scin, denn sie miifite die Dehnbarkeit der Achse vollstindig beriicksichtigen und ihr
miifite eine komplizierte Belastung zugrunde gelegt werden. In Frage kiime wohl]
nur eine Belastung durch radiale und tangentiale Trigheitskrifte, wie sie im
Schwingungszustand auftreten. [Diese sind proportional den Ausbiegungen, eine
Eigenschaft, die sich durchaus mit Gleichung (384) einerseits und den Gleichungen (16)
fiir X und Z andererseits in Ubereinstimmung befindet.]

Wegen ihrer Umstéindlichkeit ist vorldufig darauf verzichtet worden, eine derartige
Untersuchung durchzufithren. Die Frage nach der physikalischen Deutung des Wertes
(38) wird also offen gelassen. Entscheidend ist ja, dafl die Auswirkungen, die dieser
kritische Wert auf Schwingungszahl und Schwingungsform haben kann, hinreichend
erkannt werden (vgl. dazu Ziff. 8 bis 10).

C. Anwendung auf den Zweigelenkbogen.
7. Frequenzengleichungen, Ordinatengleichungen. Die Ergebnisse des vorigen Ab-
schnittes sollen nun zur Schwingungsuntersuchung des beiderseits gelenkig gestiitzten
Bogentrigers (Abb. 5) benutzt werden.

Die Aufstellung der Frequenzengleichungen und
der fiir die Bestimmung der Schwingungsformen not-
wendigen Ordinatengleichungen soll fir den allge-
meineren Fall der dehnbaren Bogenachse durchgefiihrt
werden. Der Sonderfall der dehnungslosen Achse ist
darin mit enthalten. Die entsprechenden Beziehungen
ergeben sich, wenn man nach (28a)

= (-
Abb. 5. Zweigelenkbogen. ¥
setzt.
Die allgemeine Losung (34) der Differentialgleichung (33), welche ausgeschrieben
lautet

w = A, cos m @+ By sin @+ Ay cos 1,9 + By sin ny + Ay cos ng? -+ Bysinngd,  (39)

1 Vgl. z. B. K. Federhofer, Eisenbau 12 (1921) S. 293 und die dort genannte Literatur.
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hat fiir den gegebenen Zweigelenkbogen zunichst die drei Randbedingungen zu erfiillen:
(a) ®=o0: w=o0 (Tangentialordinate), [
(b) #=0: wu=o0 (Radialordinate), (40)
(¢) ®#=o0: M=o0 (Biegungsmoment). J
Unter Beachtung der Gleichungen (36a) und (36d) folgt daraus
(a) A, + A, + Ay =0,
(b) nyay By + nya, By -+ ngay By = 0, (41)
(c) 736y By + ny by By + 03 b3 By = 0;
dabei ist zur Abkiirzung
a,=cr+ crun,—an;, .
b, = ¢g—cu n + and } (e=1, 2, 3) (42)
eingefiihrt. Aus (41b) und (41¢) folgt sofort, dafl sich
B, _ B, _ B,
g 13 (Gy by — a3 ;) 7y 1y (@5 by — @1 by) %y Ny (@ bp—a, b))
verhilt. Setzt man hier die Gleichungen (42) fiir @ und b, sodann (37) fiir die c-Werte
ein, so kann nach ciniger Umrechnung und nach Herauskiirzen eines gemeinsamen
Faktors '

B, _ By _ By
ey e &
geschriecben werden, wenn man zur weiteren Abkiirzung
ey = nyng (n§ — nf) [1 + « (nf — k)]s l
ey = ngmy (nj — nf) [1 + a(n§ — k)], (43)
e3 =m0y (nf — n) [1+ o (n§ — k)] ]
einfithrt. So ergibt sich schliefilich
Bi=¢C, By=¢,C, By=e¢4C. (44)

Darin ist C eine neue Konstante, welche von zeitlichen Bedingungen abhingig ist,
also hier unbekannt bleiben darf. _

In der weiteren Untersuchung sollen die Frequenzengleichungen und die Ordinaten-
gleichungen fiir diesymmetrischenund diegegensymmetrischen Schwingungen
getrennt voneinander aufgestellt werden. Beide konnten natiirlich in jeweils einer
einzigen Gleichung zusammengefafit werden, iibersichtlicher ist jedoch die getrennte
Untersuchung.

Die Begriffe ,,symmetrisch‘ und ,,gegensymmetrisch’ sind in bezug auf die Radial-
ordinate # gedacht. Dieser Hinweis geschieht deswegen, weil bei symmetrischen
Schwingungen. die Tangentialordinaten w gegensymmetrisch, bei gegensymmetrischen
Schwingungen aber symmetrisch verteilt sind. Das ergibt sich daraus, dafl » [vgl.
(36a)] nur von ungeraden Ableitungen von w abhingig ist.

Zundchst seien die symmetrischen Schwingungen (vgl. z. B. Abb. 7 und 8 von
Ziff. 9) betrachtet. Die Symmetriebedingungen, welche der Ansatz (39) erfiillen muB,
lauten:

(@) #=%: w=o0 (Tangentialordinate),
(by &= %"—: v =0 (Tangentenncigung), (45)
(¢) O= %‘1: Q=0 (Querkraft).

Setzt man in diese mit Hilfe von (36) den Wert @ aus (39) und seine Ableitungen
nach @ ein, so ergibt sich, wenn wieder von der abgekiirzten Schreibweise wie (42)
Gebrauch gemacht wird,
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(a) (Al cos n‘f”‘ -+ B, sin "12% ) +

1

+ <Az cos%_}.Bgsin’Lﬂzﬂ) + <A cos 3% + Bysin 39’0) =0
(b) b;(z‘llcos LI sinl“—z"’—")+

+ b, (A2 cos™2%0 1 B, sin ’iﬂzﬂ> + b, (As cos”s? 1 By sin ’%) —o, 40)
(c) mnib (Al cos ”‘T% - By sin n—‘zﬂ’) +

+n2b, (Az cos™%{ B, sinn’—2%> kb, (A.a cos™2P 1 B, sin”“—f‘l) —o.
Diese Gleichungen sind nur dann erfiillt, wenn

A, cos~1@°— -{—Blsinﬂ‘zﬂ =0, A, cosn’j" + B, sinniz%—= 0,

. Agcos "32% + B3 sinn"z——q'i‘l =0
ist, d. h,, wenn ‘

Ay = —B, tg"Pe, Ay =—Bytg™le, Ay =—Bytg™P  (47)

ist.
Die gesuchte Frequenzengleichung fiir die symmetrischen Schwin-
gungen erhdlt man jetzt sofort dadurch, dafl man (47) und (44) in (41a) einsetzt:
e, tg L 4 gy tg ™20 4 gtg TP — 0, (48)
Die zugehorige Gleichung fiir die radiale Schwingungsordinate # (bzw.
deren( zeitliches Maximum #) ist ebenfalls schnell anzugeben. Allgemein ist nach (36a)
und (39)
u=4f[n ay (— A sinn,; &+ B, cos n, ¥ +
~+ nyay (— Ay sin ny® -+ By cos ny¥) + ngag (— Ay sin ngd -+ By cos ngd) ], } (49)
worin unter a,, a4, a; wieder die Abkiirzungen (42) verstanden sind. Ersetzt man die
Konstanten 4 und B nach (47) und (44) durch eine einzige Konstante C, so folgt
w=pC [nlale ( g ‘% sin 7, % 4 cos nlﬁ) +
+ ngpasey (tg 2290 sinny® + cosny ) + ngageg <tg %P0 sin nyd + cos naﬁ)]
oder, wenn man zur Festlegung eines beliebigen Bogenpunktes den Winkel
=% _3g
2 )

also von der Symmetrieachse aus gerechnet, an Stelle des bisher benutzten Winkels 4
gebraucht,

cos 1, B

"1 Po
2

cos

u=coswt Cy(n a6 ”2‘7’ e o
cos 270 cost—

COS #. cos 1y 9°
+n2a2e2—~——~’ + ngay eq—— 21— ) (50)

Darin ist noch Cy=C§ als zeitlich unverinderliche Konstante eingefiihrt. Die Sym-
metrieeigenschaften der durch Gleichung (50) beschriebenen Schwingungsform sind
offensichtlich, da cosn®’ =cos (—n#') ist.

Um die entsprechende Untersuchung fiir die gegensymmetrischen Schwin-
gungen (vgl. z. B. Abb.9 von Ziff, 9) durchzufiihren, sind die Bedingungen der
Gegensymmetrie

(a) P = % : Z_z; =0 (Maximum der Tangentialordinate),

(b) #=%. 4 =0 (Radialordinate), 1
p 5

(c) § = —q;— %20—12 =0 (Wendepunkt der elastischen Linie)

an Stelle der Gleichungen (45) anzuwenden.
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Statt (46) ergibt sich dann
(a) nl(——Alsinfgﬂ—l—Blcos—n‘zﬂ)—}—
+ n2<——Azsin ”"’2% 4 Bycos ﬂzﬁ) + "a(—AsSiﬂ nsz% + Bgcos @)=0,

(b)  may (—4ysin 2222 4 B, cos LE) 4
+n2a2('—A251n B2 P + Bj,cos 29’0>+n3a3 (———A3sm 3 Po + By cos 3%) 0,

() niay (—A1 sin —‘?% + B, cos —15?1‘!> +

+ nia, (—Az Sm—zzq)—o + By cos ﬁ;;%) + n§ a;;(-—As sm”izﬂ + By cos 32%) =0.
Diese Bedingungen sind nur dann befriedigt, wenn die drei Klammerausdriicke

(—Asinﬁgﬁ -+ Bcoslz%) =0
sind, also
Ay=+ Byetg™P, A= Byetg™, A=+ Byetg e, (53

Fihrt man anstatt (47) die Ausdrii;:ke (53) zusammen mit (44) in (41 a) ein, so
erhilt man die Frequenzengleichung der gegensymmetrischen Schwin-

gungen:

e ctg"—‘zﬂ‘—f-ez ctg ""’z%—f—egctg”—‘”‘z‘p—":o. (54)

Die zugehorige Ordinatengleichung ergibt sich dhnlich, wie vorher die Glei-
chung ' (50) aus der Gleichung (49) entstand. Statt (47) ist jetzt (53) einzusetzen.
Dann wird
sin », &
sin 21 %0

2

' sin#n sin ng %
uzcoswao(nla,lel —I—n2a2e2—~’++n3 as 3"4‘>- (55)

.y . "
sin (p sm—izﬂ

Die Eigenschaft der Gegensymmetrie geht hicr aus der Tatsache, dal sin (—nd) =
— sin nd’ ist, hervor.

8. Ergebnisse fiir verschiedene Bogentréger gleicher Kriimmung. Durch die Anwendung
und zahlenmifige Auswertung der beiden Frequenzengleichungen (48) und (54) und
der beiden Ordinatengleichungen (50) und (55) kann man jetzt eine Reihe von wich-
tigen Aufschliissen gewinnen liber das Verhalten des Zweigelenkbogens im Schwin-
gungszustande.

Zunichst wurde die Untersuchung auf Bégen von gleicher Winkeloffnung, jedoch
von verschiedenen Schlankheitsgraden beschrinkt. Auf diese Weise kann die Ab-
hingigkeit der Frequenz von der Dehnbarkeit der Bogenachse, welche ja durch die
Gréfe o zum Ausdruck kommt, ermittelt werden. Als Winkel wurde

®=0,9800 (etwa 609)

gewihlt, unter den verschiedenen Werten fiir a = (—:’1)2 befand sich auch a=0, der
Fall der nicht dehnbaren Stabachse. ’

Wie schon in Ziff. 3 angedeutet wurde, geniigt die Festsetzung von « und ¢,
bereits, um die Grofle £ bestimmbar zu machen. Alle iibrigen Abmessungen der zu
untersuchenden Bogentriger kénnen daher offen gelassen werden; sind auch sie gegeben,
so kann ja mit Hilfe der Gleichung (25) von Ziff. 3
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die gesuchte Schwingungszahl sofort angegeben werden. Mit anderen Worten: als
Ergebnis der Schwingungsberechnung wird die Gréfle 2 bzw. die mit einer ent-
sprechenden Systemkonstanten multiplizierte Kreisfrequenz @ angesehen.

Die zahlenmiBlige Auflésung einer Frequenzengleichung geschah in der in Ziff. 4
angedeuteten Weise: aus (35) und (43) wurden zuerst fiir versuchsweise eingesetzte
Werte & die GréBlen ny, n,, %, €, €5, €3 ermittelt, diese wurden sodann in

ertg™LPe 4 o tg T2 4 gy g BP0 — o (k)

bzw.

ey ctg LR L ey ctg 2P0 4 oy ctg Mo Po — £ (k)

eingesetzt. Aus den so gefundenen Betrigen f(k) wurde dann (wenn notig unter
Wiederholung des Rechnungsganges) auf diejenigen GréBen k geschlossen, durch
welche die Frequenzengleichung befriedigt wird.

Zur Erlangung vorliufiger Ergebnisse, die den endgiiltigen zum Teil sehr nahe
kommen, kann man ibrigens unter erheblicher Verkiirzung der Rechnung

it +yk wiad—Vh nimak—1 (56)
als angeniiherte Wurzeln der Hauptgleichung (35) einfiihren.

Die umfangreichen und langwierigen Zahlenrechnungen sollen hier nicht, auch
nicht auszugsweise, wiedergegeben werden. Ihre Ergebnisse wurden in Abb. 6 auf-
getragen, wobei jedoch nicht unmittelbar 2 als Funktion von « dargestellt wurde.
Aus verschiedenen Griinden (vor allem zur Erleichterung des spidteren Vergleiches
mit Bégen von anderer Krimmung) wurden die dufleren Abmessungen des Bogens

nicht mehr durch 7, und ¢, sondern durch die Stiitzweite [, und die Pfeilhdhe f,
wiedergegeben. Dementsprechend wurden der Schlankheitsgrad durch [,f7, (anstatt

i

durch a) und die gefundene Lésung durch o ET (anstatt durch k) ausgedriickt.
= Zur Umrechnung dienen dabei die ein-
Adchse delpungslos . - ; 'z .
i O T i N Y Beziehungen

he 1] |
[“/Z\// ly ‘Po I
// ‘ ;; =2sin 217/~

i

96 v, Zverte Gegensymmetrische l 4
p 1o

.

/ w E] (2 Sln ) VE

(- den Hortog. (s Ziff 1)

== .. Lrste Symmetrische Der Winkel g,=0,0800 war schon so ge-
Yo 7 ’ % . So I
2 rg) wihlt worden, dafl = ist.
£rste Gegensymmetrische . o
% % Uber die Bezeichnung der verschiedenen
4 Kurven in Abb. 6 sei noch folgendes ge-
) 70 200 300 w0 500

sagt: Bei Bogentrigern kann, dhnlich wie

Abb. 6. Abhingigkeit der Frequenz vom Schlankheitsverh4ltnis bei Rahmensy§temen’_ die SCthngu_ngS-

fiir fofly = 1/8, form durch die Begriffe ,,Grundschwin-

gung ‘, ,,erste Oberschwingung* usw. nicht

eindeutig gekennzeichnet werden. Durch die in der Abbildung angewandten Benen-

nungen mit getrennten Ordnungsnummern fiir Symmetrie und Gegensymmetrie ist
eine klarere Unterscheidung moglich,

Die Losungen fiir dehnungslose Achse sind, soweit sie sich nicht mit denen fir
dehnbare Achse decken, punktiert eingezeichnet. Unterhalb einer gewissen Grenze
von /i, sind die Kurven ohne praktische Bedeutung, weil dann nicht mehr von einem
,,diinnen Stabe‘* die Rede sein kann, auf welchem die eindimensionale Theorie anwend-
bar ist. Wo die Kurven trotzdem weitergezeichnet wurden, geschah es, um den grund-
satzlichen Verlauf der Abhingigkeit erkennbar zu machen.

b >
o
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Auf verschiedene wichtige Fragen kann aus Abb. 6 bereits die Antwort entnommen
werden.

So gehen alle Kurven bei grofien Werten von [y/iy uiber in diejenigen Parallelen
zur Abszissenachse, die sich aus der Annahme einer dehnungslosen Stabmittellinie
ergeben. Es folgt also, dafi diese Annahme bei sehr schlanken Stiben immer zu
brauchbaren Ergebnissen fiihrt. ‘

Diese Feststellung gilt fiir gegensymmetrische Schwingungen in groflerem
Umfange als fiir symmetrische. Bei der niedrigsten Gegensymmetrischen ist die
Abhingigkeit der Frequenz von der Schlankheit sogar so gering, daf} sie in der Ab-
bildung gar nicht zum Ausdruck kommt.

Wesentlich anders liegen dic Dinge bei den symmetrischen Schwingungen.
Hier lassen sich bei jeder Kurve drei Abschnitte unterscheiden (bei der ,,zweiten‘
sind diese dcutlicher zu erkennen als bei der ,ersten'): bei niedrigen und hohen
Abszissenwerten eine Unabhiéngigkeit der Schwingungszahl vom Schlankheitsver-
hiltnis, zwischen beiden liegt jedoch ein Bereich starker Abhingigkeit. In diesem
steigen die Frequenzen mit wachsendem [y/i; so stark an, daf} sogar in der Reihenfolge
gegeniiber den Frequenzen der gegensymmetrischen Schwingungen ein Wechsel ein-
tritt. Vorher lag jede Symmetrische niedriger als die Gegensymmetrische mit
gleicher Ordnungsnummer, nachher liegt sie aber héher.

Auch {iber die Grenzen, zwischen denen diese Umlagerung der Werte vor sich geht,
kann eine Aussage gemacht werden: Sie werden gebildet von den Frequenzen der
symmetrischen Schwingungen bei dehnungsloser Bogenachse, also den punktierten
Parallelen der Abbildung. Die ,,zweite Dehnbare' stimmt bei niedriger Schlankheit
ungefihr mit der ,ersten Dehnungslosen®, bei sehr schlanken Stiben dagegen mit
der ,,zweiten Dehnungslosen® tiberein.

Es laBt sich an Hand der Frequenzengleichung (48) genau verfolgen, wie dieses
starke Ansteigen der Schwingungszahl entsteht. Es ist bedingt durch den kritischen
Wert & = 1/a, von dem am Schlufl der Ziff. 6 die Rede war. Die Abb. 4 zeigte bereits,
dafB} in der Nihe derjenigen k-Werte, die ungefiahr gleich 1/a sind, die Wurzel n, der
Hauptgleichung stark von % abhingig ist, die iibrigen beiden Wurzeln jedoch nicht.
Bei wachsendem 1/ ist also der dritte von den drei Summanden, aus denen Glei-
chung (48) besteht, starken Schwankungen unterworfen, sobald %, a= 1/a ist. Diese
Verschiebung im Groflenverhiltnis der drei Summanden wirkt sich dahin aus, da8l %
groflere Werte annehmen muf}, damit die Frequenzengleichung erfiillt wird.

Der enge Zusammenhang zwischen der Beziehung %2 = 1/, die sich in der Auf-
tragung als gerade Linie darstellt, und dem Anwachsen der Schwingungszahl ist ja

"in Abb. 6 deutlich wahrzunehmen.

9. Die zugehorigen Schwingungsformen. Die Bcobachtungen an der Abb. 6 haben zu
der naheliegenden Vermutung gefiihrt, dafl mit der Verlagerung der Frequenzen
starke Anderungen der Schwingungsformen verbunden sind, eine Vermutung, welche
durch die Abb. 7 und 8 bestitigt wird. In diesen beiden sind Schwingungsformen
dargestellt, die mit Hilfe der Ordinatengleichung (50) fiir verschiedene Schlankheits-
verhiltnisse errechnet wurden. Die Ordinatenmafstibe sind verzerrt, aber natiirlich
unbekannt, da sie von zeitlichen Bedingungen abhingen.

Die den einzelnen Schwingungsformen entsprechenden Punkte der Abb. 6 sind in
dieser durch die jeweils gleiche Nummer gekennzeichnet.

Es zeigt sich, dafl die erste symmetrische Schwingung bei gedrungenen Stiben
(kleinem lyfiy) eine solche ohne Zwischenknoten (Abb, 7a) ist, dal bei zunehmender
Schlankheit sich in der Nihe der Stiitzgelenke neue Schwingungsknoten einstellen
(Abb. 7b und 7c), die immer héher wandern (Abb. 7d), bis sie fiir [y/iy = oo, also
dehnungslose Bogenachse, ungefdhr in den Drittelspunkten verbleiben (Abb. 7e).



446 Waltking: Schwingungszahlen u. Schwingungsformen von Kreisbogentrigern. Ingenfeur-Archiv

Ahnliche Versinderungen der Schwingungsformen gehen bei den tibrigen symmetri-
schen Schwingungen vor sich. Bei der ,,zweiten” z. B., die bei geringer Schlankheit
zwei Zwischenknoten hat {siche die weitgehende Ubereinstimmung der Abb. 7e und 8a),
entstehen mit wachsendem [yfi, zwei weitere (Abb. 8b und 8c), so daf schlieBlich
der Bogen in fiinf ungefihr gleiche Teile zerlegt wird (Abb. 8d).

Der Vollstindigkeit halber soll erwédhnt werden, daf} beim Ubergang von Abb. 8b
zu Abb. 8¢ unter Umstinden, die noch nicht ndher untersucht wurden, sich Schwin-
gungsformen ohne Zwischenknoten, jedoch mit zwei Wendepunkten einstellen kénnen.

Die bisher iiber symmetrische Schwingungen gemachten Feststellungen lassen
sich wie folgt zusammenfassen: Ein gedrungener (d. h, wenig schlanker) Zweigelenk-
bogen schwingt mit ungefihr den gleichen Frequenzen und Schwingungsformen wie
ein sehr schlanker. Eine Ausnahme bildet nur die Schwingung ohne Zwischenknoten,
die bei schlanken Bogen ausfillt. Im iibrigen konnen sich also, wenn auch unter um
Eins verschiedenen Ordnungsnummern, die gleichen Schwingungszustinde einstellen,
gleichgtiltig, ob die Achse dehnungslos ist
oder ob sich ihre Dehnungen vollkommen
auswirken kénnen.

% £
Abb. 7, Schwingungsformen der ,ersten Symmetrischen®, Abb. 8, Schwingungsformen der ,,zweiten Symmetrischen,

Fir Stabe von mittlerer Schlankheit gibt es dagegen Frequenzen und Formen,
die den Ubergang zwischen je zwei der zuvor genannten bilden. Diese Zwischen-
zustinde sind nur dadurch denkbar, dafi die Stabachsendehnung nicht mehr wvoll
wirksam ist, Das tritt ein in der Nidhe des kritischen Wertes & = 1/a.

Da die Grenzen der Schlankheit, zwischen denen diese Umlagerung stattfindet,
sich mit der Ordnungsnummer der Schwingung 4ndern, kann ein und déerselbe Bogen-
trager (vgl. z. B. Abb. 7¢ und 8b, beide mit [y/7, = 85) zwei verschiedene Schwingungs-
zustdnde haben, die die gleiche Zah! von Schwingungsknoten besitzen.

Abb. g. Gegensymmetrische Schwingungsformen,

Zum Vergleich mit dem bisher Genannten wurden in Abb. 9 gegensymmetrische
Schwingungsformen mit Hilfe von (55) aufgetragen, fiir die sich praktisch kein Unter-
schied ergab, ob sie fir ly/iy = 85 oder fiir [j/i; = oo angesetzt wurden.

Es soll jedoch nicht unerwihnt bleiben, daB8 bei den allerniedrigsten Schlankheits-
graden ein Umstand eintritt, der weitere Verlagerungen der Frequenzen zur Folge
hat. Diese treten bei den gegensymmetrischen Schwingungen eher ein als bei den
symmectrischen. Bei der ,,zweiten Gegensymmetrischen** ist dieser Einflufl in Abb. 6
bereits zu erkennen. Da jedoch fiir die niedrigen Frequenzen dic fraglichen Schlank-
heitsgrade so gering sind, dafl die Theorie des diinnen Stabes nicht mehr verwendbar
ist, so wird auf die Erscheinung hier nicht niher cingegangen.
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10. Ergebnisse fiir Bogen von verschiedener Kriimmung. Um Vergleiche anzustellen
iiber das Verhalten von Bogentrigern mit verschieden starken Kriimmungen, wurden
die der Abb. 6 entsprechenden Kurven auch fiir andere Pfeilverhdltnisse ermittelt.
Insgesamt wurden Bogen mit

1) & J:‘L =0 (gerader Stab),
2) 4 _fo_ =1 (p,=0,4974; etwa 307,

1
f 1 )
3) ——[:- =3 {(po=0,9800; etwa 60,
fo _ 1
4) 73-—— 5 (g == 1,5220; etwa 009
untersuc%llt und die Er- 250 Qritte Symmetrische des geraden Stabes
gebnisse in Abb. 10 dar- — —— Geriader Stob Jilom 0 q .
—- —Eogmfmgm =t }
gestellt. = = e T }Z»wf: -
- Die Frequenzen fiir 200 7 e
'“}// g N\ A
den geraden Stab, wel- I s v
che ja von lfi; unab- T - -———--—X;f——tf,—é e =
hingigsind, ergeben sich oy e (Zweite Gegensymmeirische
aus der bekannten Fre- Nf']\‘. T/ - }
. My i L
quenzenglelchung 3 708 - A dweite _‘zmme_f/'/_.r_:/ie_ des ‘gemg_’e_'_/u.SYTa_bﬂ‘:
4 Ty ‘:‘." / . < eyl wpi - by Wispampashupspetel -
. 4w - } :
s (Z V——-—- ) ==0. / -:/ ‘ é‘r'sfe ;Sy//,'m//'/ya/fe
¢ Y EJ L S — £ Lrste Gegensymmelrisché
Man erhdlt Parallelen W e ,_;"q‘ “‘Z""ai—““'-]
zur Abszissenachse in NS NESEpTNISNE NEE— @’e&wwgfm a”miﬁvdeﬂ&‘oégg -
den Absténden o 07 200 700 wo 5 0
. :
= g Abb. 10, Abhingigkeit der Frequenz vom Schlankheitsverhaltnis' fur Bégen mit verschledenen
! Pfeilverhaltnissen.

(E:n {3 7)? usw,, :
diese entsprechen abwechselnd symmetrischen und gegensymmetrischen Schwingungen.

Die Zahlenrechnungen wurden in gleicher Weise wie in Ziff. 8 beschrieben, durch-
gefiihrt. Wo es zuldssig schien, wurden freilich nur die angenidherten Wurzeln (56)
der Hauptgleichung benutzt,

Die Abbildung zeigt, dafl normalerweise die stirkere Kriimmung eine Erniedrigung
der Frequenz zur Folge hat. Die Unterschiede sind jedoch nicht so stark innerhalb
der betrachteten Krimmungsgrenzen, daf3 die zusammengehorenden Linien nicht
leicht erkennbare Kurvenscharen bilden. In letztere figen sich die dem geraden Stab
entsprechenden Parallelen vollig sinngemifl ein.

Dic bereits ausfithrlich geschilderte Umlagerung der symmetrischen Frequenzen
zeigt sich auch bei den anderen Krimmungen, mit dem Unterschiede, daf} sie ver-
schieden steil vor sich geht. Die Beziehung k= 1/«, auf die ja an sich der Zentri-
winkel @, keinen Einflufl hat, muf} bei den hier gewihlten Achsenbezeichnungen durch
Geraden von verschiedenen Neigungen dargestellt werden.

Je flacher der Bogentréger, um so flacher ist die Gerade auch geneigt. Dadurch
kommen erstens Uberschneidungen innerhalb jeder Linienschar vor, so dafl in dem
Umlagerungsbereich nicht mehr der hohere Pfeil die tiefere Frequenz hat. Zweitens
ergibt sich daraus, dafl die Annahme einer dehnungslosen Achse um so eher gerecht-
fertigt ist, je stirker der Bogen gekriimmt ist. Schliefllich bringt der Umstand, dafi
fiir fo/ly=0 die Gerade k= 1/« in die Abszissenachse fillt, also keine Verlagerung der
Frequenz mehr stattfindet, wieder den sinngemifien Ubergang zum geraden Stabe.

11. Uber die Verwendbarkeit der Niherungsverfahren. Angesichts des grofien Auf-
wandes an Rechenarbeit, den die hier entwickelte Differentialgleichungsmethode zur
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Untersuchung von Bogentrigerschwingungen erfordert, ist es wahrscheinlich, dafl
fur praktische Anwendungen dieses Verfahren nie oder nur im Notfalle benutzt werden
wird. Etwas anderes ist es, wenn man sich ihrer, wie es in dieser Arbeit gedacht ist,
sozusagen nur einmalig zur Klirung der grundsitzlichen Zusammenhinge bedient.

Fir die Berechnungen der Praxis wird daher wohl stets das Bestreben bleiben,
mit Hilfe von anderen Methoden, also etwa nach Rayleigh oder Ritz, zu brauchbaren
Ergebnissen zu kommen. Aus diesem Grunde soll noch untersucht werden, wieweit
dabei Aussicht auf Erfolg vorhanden ist.

Die Genauigkeit, mit welcher diese Energiemecthoden arbeiten, ist ziemlich stark
davon abhiingig, dal man die Schwingungsform fiir die zu untersuchende Frequenz
ungefiahr kennt. Trifft das zu, soist ein solches Niherungsverfahren der gegebene Weg.

Bei dehnungsloser Bogenachse bilden sich die Schwingungsformen ziemlich
regelmaBig aus und sind daher leicht zu schitzen. Dementsprechend sind die Ergeb-
nisse der Nédherungsformeln sehr gut, insbesondere diejenigen fiir gegensymmetrische
Schwingungen, die ja nach Ziff. 8 fast immer als dehnungslos angeschen werden
kénnen. Nach Rayleigh kann man fiir sie die Formel angeben

b B (=2
E
J I +‘i°’2‘
mit 1= iT" fur die ,,erste’* und lz%ﬂ— fiir die ,,zweite Gegensymmetrische'’,

Fir dic ,,erste Symmetrische", die ;vegen der Dehnungslosigkeit der Achse zwei
Zwischenknoten (Abb. 8a) hat, liefert

pe MA—1+ B (H—1)
h B+
mit = % und i3= % recht gute Ergebnisse, natiirlich nur fiir sehr schlanke Stibe.
(1] (1]

Wegen des Weges, auf dem diese Formeln abgeleitet werden, sei auf die angegebene
Literatur! verwiesen. Ihr Aufbau ist deshalb so einfach, weil die Bedingung (28) fiir
die Undehnbarkeit der Achse

]
ed
es ermoglicht, eine der beiden Schwingungsordinaten bequem zu eliminieren,

Ist die Bogenachse dehnbar, so sind es zwei verschiedene Umstinde, welche
der Losung mit Hilfe der Energieverfahren Schwierigkeiten entgegensetzen. Erstens
ist es bei den symmetrischen Schwingungen (diese werden ja praktisch nur betroffen)
nicht immer leicht, die Schwingungsform einigermaflen genau zu schitzen. Das gilt
insbesondere-dann, wenn der Bogen ein solches Schlankheitsmafl besitzt, dafl es in
den in Ziff. 8 beschriecbenen Verlagerungsbereich der Frequenzen fallt. Zweitens
miissen die Nidherungsansitze fiir » und w in einer der Wirklichkeit entsprechenden
Abhingigkeit voneinander eingefiihrt werden. Genau genommen ist diese Abhdngig-
keit durch Gleichung (36a) gegeben, in ihr ist jedoch die unbekannte Kreisfrequenz
(in Form von k) aufs neue enthalten, so daB eine Gleichung sehr hohen Grades ent-
steht, die einen vervielfachten Rechenaufwand erfordert.

Wenn eine von den beiden genannten Schwierigkeiten fortfillt, so ist es maoglich,
durch die im Ritzschen Verfahren ausgenutzte Minimumseigenschaft die zweite zu
ttherwinden.

Tatsdchlich gelingt es auf diesem Wege, fiir die niedrigste symmetrische Schwingung,
solange sie ohne Zwischenknoten vor sich geht (die Schwingungsform also gut geschétzt
werden kann), eine ausgezeichnete Niherungsformel zu gewinnen. Den Hartog und
Federhofer? schalten die Gleichung (36a) durch die Anwendung des Ritzschen

1 Vgl. z. B. die FuBnoten 8 und g von S. 430.
2 Vgl. Fufinoten 8 und g von S. 430.
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Gedankens aus und kommen zu einem Ergebnis, welches in der hier angewandten
Bezeichnungsweise g \2 " gy 1
k_[<‘l’o> I]_{—O’z“
lautet. Zum Zwecke des Vergleiches sind die daraus errechneten Frequenzwerte in

die Abb. 6 als strichpunktierte Linie (nahezu eine Gerade) eingezeichnet.

Solange die Schwingungszahl niedriger ist als die der , ersten Gegensymmetrischen®,
deckt sich die Linie mit der aus der Differentialgleichung berechneten véllig. Fiar
diesen Bereich ist die Formel ja auch nur geschaffen. Die Abweichung beginnt, sobald
die angesetzte Schwingungsform nicht mehr genau zutrifft, sobald also die neuen
Zwischenknoten in der Nihe der Kampferpunkte auftreten. Dann liegen die wirk-
lichen Frequenzen entsprechend dem Charakter der Energiemethoden niedriger.

Insbesondere ist es mit Hilfe obiger Formel nicht méglich, den Ubergang zur ent-
sprechenden Schwingung bei undehnbarer Achse zu erfassen, d. h. das Abbiegen der
in Abb. 6 und 10 gezeichneten Kurven in die Waagerechte. Die von den Hartog
dargestellten Kurvenscharen sind daher alle nur ohne diese Gegenkriimmung ermittelt
worden.

In kurzer Zusammenfassung kann also gesagt werden, dafl die Energiemethoden
fiir gegensymmetrische Schwingungen praktisch immer, fiir symmetrische nur bei
sehr schlanken Bégen verwendbar sind. Auflerdem kann nach den Hartog die erste
symmetrische Schwingung immer dann erfafit werden, wenn sie die niedrigste Fre-
quenz besitzt.

12. SchluBbemerkung. Durch die in Abschnitt C der vorliegenden Arbeit durch-
gefithrten Untersuchungen iber die vier niedrigsten Schwingungszahlen und Schwin-
gungsformen eines Kreishogentrigers ist ein umfassender Uberblick tiber sein Verhalten
im Schwingungszustande méglich geworden. Die Ergebnisse beschridnken sich zwar
nur auf den Zweigelenkbogen, aber beim eingespannten Bogen dirfte der Sachverhalt
grundsitzlich dhnlich sein. ‘ : '

Letzteres geht schon daraus hervor, dafi die symmetrische Frequenzengleichung
nicht weit von der Form (48) abweichen kann; denn die Symmetriebedingungen (45)
und die daraus gefolgerten Bezichungen (47) bleiben auch jetzt giiltig.

Handelt es sich nicht mehr um den Kreisbogen, so werden sich zweifellos die ein-
zelnen Ergebnisse gegeneinander verschieben. Aber die Annahme scheint gerecht-
fertigt, dafl keine wesentlich neuen Gesichtspunkte auftreten, vor allem dann nicht,
wenn die Bogenachse sich nicht weit von der Form eines Kreisbogens entfernt.

(Eingegangen am 15. September 1934.)

Uber den Zusammenhang von Strémungs- und
Spannungsproblemen.
(Erste Abhandlung.)

Von Udo Wegner in Darmstadt.

1. Einleitung. In der vorliegenden Arbeit soll der Zusammenhang zwischen
Strémungs- und Spannungsproblemen aufgeklirt werden. Genauer formuliert, handelt
es sich um die beiden Probleme:

1. Gegeben sei das Hauptspannungsnetz einer ebenen Spannungsaufgabe. Es wird
gefragt, ob dieses Kurvensystem als Netz der Stromlinien und der zugehérigen
Aquipotentiallinien ciner Potentialstromung angesehen werden kann.
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